
548. 0: 513. 3 

LJUDEVIT BARIC 

OD PRAVILNIH POLIEDARA SAMO SE NEKI MOGU POJAVITI U 
KRISTALNOM SVIJETU 

(Sa 8 slika u tekstu) 

Vise _puta se cuje, kako se pravilni poliedri u prirodi opaZllju kao kristalnc tvo
revinc. To mcdutim ne odgovara Cinjenienom stanju. Samo neki od tih policdara 
javljaju se kao kristalni oblici, dok se za druge od njih moze strogo pokazati ,da ne 
mogu biti nazoeni u kristalnom svijctu. Pokusajmo to razmotriti na jednostavan na· 
cin. Ta razmatranja moraju obuhvatiti vise raznolikih podrucja. Ona se moraju od
uositi na nckc pouckc o poliedrima, jer su kristali zapravo poliedri, koji su nastali sa
mi od scbc, bez p<>srcdstva eovjcka eak i u slueaju, da se radi 0 kristalima, kojc pri
rcdujemo u na~ill1 laboratorijima iii tvomicama. U tim razmatranjima moraju uz to 
biti saddane i pravilnosti1 koje su utvrdene na kristalima. Zadatak je prema tomu 
pone5to slozen. N eka buele napomcnuto, da ce SC SVC, sto slijedi, lakSc razumjcti, 
ako si naCinimo modele, npr. od drva, iii ako si nacrtamo dobre slike. · 

I. Eulerov poueak o konveksnim policdrima 

Kristali predstavljaju poliedre omedene visc-manjc ravnim plohama. One su kad
sto tako ravne, ka<> da smo ih izbrusili i fino polirali. Kristali pojcdinci prcdstavljaju 
tzv. konveksne ili ispupcene poliedre. ProduZimo Ii koju god plohu takvoga poliedra 
na SVC strane, ona nece nigdje presijecati poliedar. Za takve konveksne poliedre izveo 
je znameniti matematicar L. Eu I er - 1707-1783) poueak o tom, u kakvom me
dusobnom odnosu stoji broj ploha p, broj uglova (r<>gljeva) u i broi bridova b. Po 
njemu se taj poucak zovc Eulcrov poucak o poliedrima. · 

Plohe, kojima j e omcden neki poliedar, mogu biti - opcenito uzcvsi - razliciti mno
gokuti, npr. troku.ti, cetverokuti, peterokuti itd. Svaki mnogokut mozemo, medutim, 
povlacen3em raznih njegovih dijagonala rastaviti u trokute. 

Odaberemo Ii unutar poliedra jednu toCku pa je spojimo s uglovima (rogljevima) 
poliedra, tad cc ta tocka predstavljati zajednicki vrh svih piramida, od kojih je po
liedar sastavljen; baze tih piramida bit cc plohe poliedra. Buduci da svaku tu gra
nienu plohu moilemo - kako smo malo prije navcli - rastaviti u trokute, moilemo 
dalje reCi, da za svaki poliedar mozemo zamisliti, da je sastavljen od samih tro
stranih piramida, kojima je zajednicki vrh spomenuta odabrana tocka u nutrini po
liedra, a haze su im trokutasti dijelovi pojedinih granienih ploha poliedra. Svaka tak
lva piramida ima cetiri ugla (roglja) (u=4), cctiri plohe (p=4) i sest bridova 
(b=6), pa mozcrno reCi, da je za nju 

u+p=b+2 ..... (1) 
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Zamislimo sad, da smo uz tu piramidu prislonili susjednu trostranu pirarnidu tako, 
cla se pokriju njihove dvije kongrucntnc postrane plohe. Broj uglova (rc>gljcva) se 
na taj nacin povcfao za 1. Za koliko se ukupno povefao broj ploha? Od prve pira
midc OStale SU tri p!ohc, buduCi da cetvrta prekrivena ostaje U nutrini j na. taj nacin 
otpada. Od druge piramide ostaju tri plohe slobodne, jer cetvrta kongruentna pada 
u nutrinu. Sada imamo dakle ukupno rnjesto prijasnje 4 plohe njih ukupno 6, tj. 2 
vise nego prije. Razmotrimo jos, za koliko se povefao broj bridova. Od 6 bridova 
llOVC piramide onaj, kojim CC Se doticati haze obih piramida VCC P.OStoji na. bazi prve 
piramide. Isto tako ce se prekriti i dva ovr5na brida kongruentmh ploha. Od ukup-
110 6 bridova druge piramide ostat ce dakle slobodna samo 3 nova brida; broj bri
dova u toj kombinaciji iznosit Ce prema tomu ukupno 9. Oznacimo Ii novi broj uglo
va (rogl.ieva), ploha i bridova u spomcnutoj kombinaciji sa u1, p1 i bi, tad mozemo 
reCi, da je sada 

u1=5 

Vidimo, da je opet 

1'1=6 

u1+P1 =b1 +2 

bi =9. 

tj. broj uglova (rogljeva) i ploha, uzeto zajcdno, opet je za 2 veCi od broj a bridova, 
isto kao sto je bio to sluhj i prijc (vidi izraz 1) . Ako prislonimo trceu trostranu pi
ramidu, a da se osim dvije kongruentne postrane plohe pri tom ne pokrije nijedna 
druga ploha, opet ce se broj uglova povceati za 1, broj ploha za 2 i bro.i lJridova za 
3, zbog cega mora suma u+p opet ostati za 2 vela od broja bridova b. (Lijevu i 
desnu stranu izraza 1 poveeamo naime za isti broj, Iijevu za 1 +2, a desnu za 3). 

Pri tom postepenom dodavanju dogodit ce se medutim i to, da haze dviju pirami
da padnu u jednu tc istu ravninu (ukoliko su re haze predstavljene trok.utima iste 
graniene plohe poliedra) . Mjesto za 2, broj ploha te se u ovom slueaju povefati sa
mo za 1, ali ce 1stovremeno otpasti i jedan brid i to onaj, u kojem se sastaju obje ha
ze. Radi t~a ce opt.a pravilnost, da je ukupni broj uglova (rogljeva) i plc>ha za dva 
veCi od bro1a bridova, vrijediti i za takve slueajeve. 

Pri daljnjcm postepenom dodavanju pojedinih trostranih piramida ostvarit ce SC 

i slueaj, da ce jedna od novo prislonjenih piramida upasti u prostor izmedu dvijc ra
nije dodane piramide. u tom ce se slucaju dvije postrane plohe netom prislonjene pi
ramide prekriti sa kongruentnim plohama vec ranije dodanih dviju pirarnida. Sad 
ce od dosad posto.ieceg broja ploha p radi prekrivanja dvi.ie otpasti, tj. e>stat ce ih 
p - 2. ali ce i dvije nove od netom prislonjei.c: piramide (i to baza i jedna postra
na ploha) pridoei, zbog cega eemo nakon izvr5enog prislanjanja imari ukupno 
p- 2+2 ploha. Broj ploha se dakle u ovom slueaju nece izmijeniti. Pove eat ee se 
medutim bro.i uglova (rogljeva) i bridova za 1, zbog cega ce vrijednost j ednadZbe 
~ 1) ostati i dalje saeuvana (jer desnoj i lijevoj njenoj strani dodajemo 1) . 

Zamislimo sada, da smo takvim postepenim slaganjem doS!i dotle, da je ostala 
prazna jos rupa, u koju treba staviti pc:>sljednju trostranu piramidu, kako bi se sve 
popunilo. U tom slucaju pokrit te se sve tri postrane plohe sa odgovarajuCim 
plohama prija5njih oiramida. Broj ploha p smanjit ce se u tom slueaju za 2, a isto
dobno ce otpasti i siljak piramida kao ugao. Smanjit ce se pri tom i bro.i bridova b 
za 3. U jednadZbi ( 1) oduzet ce se na Ji.ievo.i strani 3 i na desno.i strani isto toliko, 
radi cega konaeno izlazi, da je broj svih uglova (rogljeva) i ploha, u+fJ, uvijek, tj . 
za sve konveksne poliedre, jednak broju njihovih bridova uvecanom za dva. 

Kao primjer uzmimo kocku (heksaedar) . Ona ima 6 ploha, 8 uglova i 12 bridova. 
Za niu prcma Eulerovom poucku imamo 6+8=12+2. Isto se moze reCi i za poli
edar 

0

predstavljen kutijom sibica. 
Golrma cctverostrana Keopsova piramida u Egiptu, izgradena povrh kvadratifoe 

hazr ima ukupno 5 ploha (bazu i cetiri postrane plohe). Ima 5 u11:lova (ro11:lieva ) 
!l'rtir; na hazi i peti je vrh piramide). Bridova ima ukupno 8 (cctiri na l>azi i ccti
ri mcttu poboenim plohama) . Za nju je 5+5=8+2. 

280 



Barie: Pravilni policdri u kristalnom svijctu 

II. Koliko ima pravilnih policdara? 

Sto sc zapravo razumije pod nazivom >pravilan policdan? Tako se oznaeuju oni 
policdri, koj1 su orncdeni samim sukladnim pravilnim mnogokutima, odnosno takvim 
mnogokutima, kojima su sve stranicc i svi kutovi jednaki. l\fcdu trokutima je pra
vilan npr. istostranican trokut, mcdu cetverokutima samo kvadrat itd. Svi bridovi 
takvo~a policdra ~u jcdnako dugacki i svi njcgovi prostomi uglovi (rogljevi) su su
kladru. Prikloni kutovi mcdu pojedinim plohama - cesto kazemo: plofoi kutovi -
SU isti. 

Dade se lako i jednostavno pokazati, da je broj pravilnih policdara veoma ogra
nicen. PokuSa.jmo to dokazati imajuCi na umu, da se u svakom uglu (roglju) pravil
noga poliedra (npr. kocke) sastajc jcdnaki broj bridova i jednaki broj pobofoih 

pl'tk~ pomislimo, da su poboCne plohe - kako smo rekli - -pravilni mnogokuti, svaki 
sa po n stranica i ako jc broj ploha ukupno p, tad cc umnoZak np biti jednak dvo
strukom broju bridova. 

np=2b 

jer sc u svakom bridu, kojih broj iznosi b, sastaju po dvijc stranicc. 
Ako sc pak u svakom u~lu (roglju) sastaje m plvha iii strana i ako na poliedru 

ima - kako smo to vec pnjc oznacili - ukupno u uglova, tad umnofak mu pred
stavlja dvostruki broj bridova na poliedru 

mu=2b 

jer svaki brid pola.zi iz dva ugla (zbog ccga smo ga dvaput racunali). Na temelju to
ga mo~cmo broj ploha p i bro.i uglova (rogljcva) u policdra ovako izraziti 

p=~ 
n 

u=~ 
m 

Uvrstimo Ii to u Eulerov poueak ( 1 ), dobit ccmo 

~+~=b+2 
n m 

a odatlc sc lako dade izvesti izraz 

b = 2mn 
2 (m+n) -mn 

(2i 

(3) 

koji govori 0 tome, kako broj bridova b na pravilnom rlicdru ovisi 0 tom, koliko 
se ploha {m) sasta.ic u svakom njcgovom uglu (roglju i kolilto stranica {n) ima 
svaka ta ploha, tj. da Ii SC radi 0 pravilnom trokutu, cetverokutu, pctcrokutu itd. 

Za broj bridova b u izrazu (3) dolaze u obzir samo pozitivne vrijcdnosti. Da bi 
to bilo ostvareno, Illora u nazivniku biti 

2 (m+n) > mn (4) 

Uz to m i n moraju biti jcdnaki iii vcCi od 3 

m~3 n ;;=::: 3 . . . . (5) 

jer rravilni mnogokut mora imati harem 3 jednakc stranicc ( n = 3, istostranieni tro
kut i u svaltom uglu {roglju) pravilnoga poliedra sastaju se harem tri njegovc plohe 
(m = 3). 
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Uzevsi u obzir izraze (4) i (5), lake> cemo uvidjeti, da ce jednadzbu ( 3) zadovo-
ljavati samo ovih pet parova za vrijednosti m i n: · 

1. n=3, m=3, b= 6, fl= 4, u= 4 tetraedar 

2. n= 3, m=4, b= 12, fl = 8, u= 6 oktaedar 

3. n=3, m=5, b=30, f1 = 20, u = 12 ikozaedar 

4. n=4, m=3, b= 12, fl = 6, u= 8 heksaedar (kocka ) 

5. n=5, m=3, b=30, p = 12, u= 20 dodekaedar 

Prema tomu postoji samo pet pravilnih poliedara. Prvi od n.iih, za koji su podaci 
navedeni pod rednim brojem 1, ima 4 plohe (p =4} {zbog toga naziv prerna grckomu 
tetra, cetiri), 4 ugla (u =4) i 6 bridova {b=6) . Plohe SU pravilni mnogokuti sa 3 
stranicc, t.i. isto~trani trokuti (n = 3), a u svakom uglu teatraedra sasta_ju se po 3 
plohe (m = 3) (sl. la) . 

Drugi, za koji su podaci navedeni pod rednim brojem 2, zove se oktaedar, jer ima 
& ploha (fl=8) (prema grckomu okto, osam). On 1ma §est uglova (u = '3), 12 bri
dova (b=12) . Plohe su istostrani trokut i (n = 3}, au svakom uglu se sasta.ju 4 plohe 
(m=4} (sl. lb) . 

Trcci ( ~aci dani pod br. 3) ima 20 ploha ( p = 20) i odatle mu ime ( prema grc
kom eikos1, dvadeset) . One su istostran.i trokuti (n=3}. U svakom od njcgovih 12 
uglova (rogljeva} (u= 12) sastaje se po 5 ploha (m =5) . Ima ukupno 30 bridova 
(b= 30} (sl. le). 

a b c 

d e 
SI. 1 
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Pravilni poliedar, za koji su podaci navedeni pod 4, predstavlja svima poznatu 
kocku iii heksaedar (grcki heks, sest) radi toga, sto ima sest ploha (p=6) (sl. ld). 
Ima 8 uglova (rogljeva) (u=8); u svakom od njih sastaju se 3 plohe (m =3). Svaka 
od tih ploha je pravilan mnogokut omeden sa 4 jednalte stranice (n=4), koje su me
dusobno okomite; te> su kvadrati. 

Podaci naveden.i pod hr. 5 odnose se na pravilni poliedar, ko.ii ima 12 ploha 
(p = 12)1 zbog cega. se zove dodekaedar (prema grckomu dodeka, dvanaest) (sl. le). 
Svaka p oha JC pra.vilni peterokut (pentagon) (n=5). U svakom njegovom uglu sa
staju se bridovi triju ploha (m=3) . Ima 20 uglova (rogljeva) (u = 20) i 30 bridova 
(b=30). 

Od tih pet pravilnih poliedara tri su, i to tetraedar, kocku i dodekaedar ,poznavali 
vec pitagorejci u klasienoj Heladi. Platonov prijatelj Thee t et otkrio je jos i 
oktaedar i ikozaedar te dokazao, da pravilnih poliedara ima ukupno pet. P I a to n 
u svom dijalogu :t"Timej« stavlja 5 pravilnih poliedara u vezu s elementima svijeta, 
vatrom, uzduhom, zeml1om i vodom, radi cega se ti poliedri nazivlju i :.platonova 
tjelesa«. Atomi tih elemenata imaju redom oblik tetraedra, oktaedra, kocke i ikoza
edra. Pravilni pentagonski dodekaedar odgovara prema Platonu svemiru. 

Od pet pravilnih poliedara kao kristalni oblici mogu se pojaviti samo tri, i to 
tetraedar, heksaeda.r i oktaedar. Pravilni pentagonski dodekaedar i ikozaedar ne mogu 
doCi u kristalnom :svi~etu. To je u vezi s osnovnim zakonima kristalografije, sa zako
nom o stalnosti plosmh (bridnih) kutova i sa zakonorn razmjerno malih cjelobrojnih 
. (iii racionalnih) koeficijenata. Moramo se prema tomu ukratko upoznati sa saddajem 
tih dvaju zakona. 

III. Zakon o stalnosti plosnih iii bridnih kutova 

Pred nedugo vrijeme navclilo se trista godina, otkako je Danae Nikola Sten s e 11 

(Nicolaus Stene) otkrio taj zakon. Bilo je to 1669. godine. Da bi nam saddaj 
toga zakona postao jasniji, zamislimo da uzgajamo u posudi umjetne kristale, npr. 
od modre galice. Vidjet cemo, da oni s vremenom postaju sve veCi. Mjerimo Ii na 
jednom od njih, d<>k SU jos maleni, pomotu goniometra njegove kutove pa nacinimo 
Ii to kasnije, kad on izraste vec':i, lako cemo se uvjeriti, da se kutovi na pocetno ma
lom i kasnije na povefanom kristalu nisu izmijenili. Ta vama konstatacija moze se 
nadopuniti na taj nacin, sto ona ne vrijedi samo za jedan te isti kristal pri njegovom 
rastu nego i za razne kristale odredene neke supstancije, bez obzira na to, da Ii smo 
kristale sami prircdili u laboratoriju iii smo ih sabrali u raznim nalazistima po Zemlji, 
odnosno ako su oni doneseni i sa Mjeseca. Po Stensenu, koji jc tu pravilnost otkrio 
proueavajuCi kristalc kremena, hcmatita, dijamanta i pirita, zove sc taj zakon i Ste
nov zakon o staln<>sti plofoih iii bridnih kutova na kristalima. Na taJ su nacin za
pravo polozcni ternelji na kojima sc poeela izgradivati kristalografija. 

Iz toga zakona izlazi, da sc pri rastu kristala supstancija mora odlagati makar u 
kako tallkim, npr. cak i molekularno iii atomarno tankim, ali uvijck u paralclnim 
slojevima. Samo se na taj nacin mole objasniti cinjenica, da kutovi medu pojedinim 
plohama (iii bridovima) ostaju stalni, nepromjenjivi. Za kristal prema tomu nijc ka
rakteristifoa njegova vclicina, duZina njegovih bridova iii povriina, broj odnosno 
oblik njcgovih ploha iii njcgov volumcn. Sve se to od kristala do kristala odredcnc kri
stalizirane supstancijc moze mijcnjati. Ono sto jc Staino i ncpromjenjivo, to SU kuto
vi mcdu plohama ih bridovima na kristalima. 

IV. Zakon o razmjerno malim racionalnim (iii cjelobrojnim) kocficijcntima 

Potkraj 18. stoljefa je francuski ucenjak Rene Just Haiiy otkrio dru~i od osnovnih 
zakona kristalograf1~e. Sadda.i toga zakona mogao bi se kratko prikazat1 ovako: 

Budu6 da je kristal prostorno tijclo, potreban je za odrcd1vanjc polobj_a raznih 
ploha na njcmu prostorni koordinatni sistem od tri osi X, Y i Z (sl. 2). Za tc osi 
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uzimlju SC tri vama i istaknuta brida na kristalima dotiatc supstancijc od:nosno smjer 
tih bridova prcdstavljcn jc kao prcsjck triju kristalnih ploha. Na kockastiID kristalima 
kuhinjskc soli to su tri brida, koja sc sastaju u jcdnom uglu kocke; trcba ih samo u 
mislima pomaknuti paralclno u srcdistc kocke. 

Odabcremo Ji sad ncku cetvrtu plohu, koja sijccc SVC tri osi (na sl. 2 ?loha ABC}, 
tad mozcmo rcCi, d~ jc njczin polofaj odredcn duzinom odsjccka OA= a, OB=b i 
OC=c na osima X, Yi Z. Opccnito uzcvsi ti odsjecci nc moraju biti nip<>sto jcdnaki, 
kao §to ni koordinatnc osi nc moraju u svakom slueaju hiti ~cdusobno ~komite. 

z 

c· 

~-,,.,., ·>cB' o y 
' -·- ·- ·- · 

x 
SI. 2 

Poglcda Ii se sad, koliko puta su veCi odsjecci drugih kristalnih ploha. na osima 
X, Y i Z, tad se dolazi do zakljucka, da su odsjecci tih daljnjih ploha nekoliko puta 
(npr. 2, 31 4, l/2, % itd. puta) vcci ad odsjceaka a, b, c, koJc odsijcca ploha ABC. 
'ti kocficiJcnti su razmJemo mali racionalni brojcvi. Tako npr. za plohu A' B' C vi· 
dimo iz sl. 2, da njcm odsjecci stojc u ovom mcdusobnom odnosu. · 

2a : 2b : c 

Za plohc A" B C", zatim A B C', pa ABC" itd. ods.iecci redom predstavl.ia.iu 
ave mcdusobne odnose 

3a : b : 2c zatim 
a : b: j/zc pa 

a : b : 2c itd. 

Taj se zakon radi toga zove zakon razmjerno jednostavnih racionalnih koeficije
nata. Pa i razlomaka SC mozemo u tim omjerima lako rijditi. Zamislit cemo npr. s 
obzirom na omjcr 

a : b : Y2c 
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da jc kristal dvaput vca - a to smijemo zamisliti, jcr prema prvom osnovnom zako
nu vclicina nijc karaktcristiena za kristalc - pa ccmo taj omjcr moci napisati u ovom 
obliku 

2a : 2b : c 

Radi toga se zakon razmjemo malih racionalnih kocficijenata mole izrcCi i kao za
kon razmjemo malili cjclobrojnih kocficijcnata. S obzirom na nctom spomenuto mo
zc sc rcCi, da su odsjccci, kojc pojedine plohe odsijccaJu na kristalnim osima, na isto.i 
osi mali visckratnici jednc te istc duzine. 

Taj zakon, koji je od principijelne vafuosti za nab poimanja o pravilnoj unutar
njoj gradi krista)noga Stanja, moze SC izrcCi i na Vise drugih nacina. U to SC ovdjc ne 
trebamo upustati. 

Za nasa daljnja .azmatranja od vafuosti jc sada to, da se za pravilni pentagonski 
clodekaedar, i slien~ za ikozacdar, mole pokazati da su ti koeficijenti iracionalni bro
jevi, a to je protivno spomenutom zakonu razmjcmo malih rac1onalnih iii razmjer· 
no jednostavnih cijelih brojeva. Radi toga se ta dva pravilna policdra nc mogu naCi 
medu kristalnim oblicima. 

V. Za plohe pravilnog dodekaedra jedan je od ltoeficijenata iracionalan 

Ta.i jc policdar prikazan na sl. le. Svaka njcgova ploha ic pravilan peterokut 
(sl. 3) , cijc SC straa.1cc sijcku pod putom od 720 (odnosno tOSll). 

Prostomc odnosc najlak!c ccmo moci uociti, ako in po odredenom propisu predo
cimo - tako reci prefotografiramo - u ravnini. 

SI. 3 

a) Stcreografska projckcija 
pravilnoga pentagonskoga dodekacdra 

To prcslikavanjc izvdit ccmo - jcr cc to najbolje koristiti nasim daljnjim razmatra
njima - na ovaj nacin. Zamislimo oko dodckacdra higlu tako, da sc njcno srcd.ilte 
podudara s ishodi5tcm prostornoga koordinatnoga sistcma odnosno sa sredistcm do
dekacdra. Svaku plohu dodckacdra nadomjcstit ccmo normalom, oborcnom na tu 
plohu iz srcdista kuglc. Ploha je zapravo nakon tc zamjenc predstavljcna jcdnostavni
jom geomctrijskom tvorevinomf pravcom. Mjesto sa plohama dodekaedra imat ccmo 
ubuducc pos)a sa svjcmjem p osnih norma)a, pri CCmU SC ishodi§te SVcZnja plo§nih 
normala P<>dudara sa sredistcm kuglc. 
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Svaka normala probada kuglu u odredenoj tocki. Ta tocka predstavlja dakle za
pravo odgovarajufo plohu dodekaedra, preslikanu na povclinu kugle. 

Da bismo mogli razmatranja vrsiti u ravnini - a to nam je svakako zgodno radi 
pravljenJa crteZa na papiru, zatim radi stampanja knjiga itd. - taj razmj c:Staj tofaka, 
kojima ).C odreden medusobni prostomi razmje5taj plo5nih normala, a prema tomu i 
pojedinih ploha na dodekaedru, prenijet cemo sa kugle u ravninu u nasem slufaju 
ovako. Zamislimo, da se ravnina XY iz sl. 2 podudara s ekvatorskom ravninom kugle. 
Iznad te ravnine nalazi se sjeverni ,a ispod iste ravnine juZni pol kugle_ Udal.ienost 
obaju polova na povclini kugle od ekvatorske ravnine odnosno od ravnine XY jed
naka je dakako polumjeru kugle. Odnose na gornjem dijelu polukugle, tj. onoga nje
zinoga dijela, koji je iznad ekvatorske ravnine, prenijet cemo sada u tu r~vninu tako, 
da pomislimo, da se svaka tocka sa kugle pomice do ekvatorske ravnine p<> spojnici te 
tocke i jumoga pola. Kad se na taj nacm koja mu drago tocka sa po-vcline kugle 
J>renese u ekvatorsku ravninu, mi kazemo, da smo uradili stereografska projekciju. 
Ona je bila poznata jos u staroj Heladi. Ako se njom sluzimo, tad mozemo odnose 
u prostoru jasno i pregledno razmatrati u ravnini. 

· Ako na opisani nacin to uradimo sa nasim pravilnim pentagonskim dodekaedrom, 
dobit cemo crteZ predstavljen slikom 4. Unutar velikoga kruga, koji jos zovemo 
osnovnim krugom projekcije, moramo si sve zamisliti, da je kao poluku~la izdignuto 
iznad ravnine crteza. Plohe dodekaedra, cije normale izlaze na gomjoj )JO!ukugli iii 
Ide u samoj ekvatorskoj ravnini, stereografski su preslikane u sl. 4 u ra.vninu u ob
liku tofaka, koje se nalaze u sredistu malih krugova oznacenih brojka:ma 1 do 8. 
Zamislimo Ii plohe dodekaedra pomaknute paralelno samima sebi dotle, d<>k ne produ 
kroz srediste kugle odnosno kroz ishodiste prostornoga koordinatnoga stistava XYZ, 
tad ce svaka ploha na povr5ini kugle zacrtati trasu odgovarajucega najvecega kruga. 
Ti krugovi dakle predstavljaju plohe. Tako npr. plo5noj normali 3 odgc>Vara ploha 
predocena krumim lukom CAB. Plosnoj normali 1 odgovara ploha prik::azana kruz
nim lukom DBEY; slifoo je plosnom normalom 2 predocena ploha, koja je ucrta
na kao krumi luk DCFY. 

Krumi lukovi sijeku se u odredenim tockama, npr. tockama B, C, D, E, F itd. 
BuduCi da kniZni lukovi predstavljaju plohe, onda njihovi presjeci predstavljaju pre
sjeke tih ploha, tj. bridove. Bridovi se siieku pod kutovima, koji su nam poznati. Oni 
za pravilni P.eterokut iznose 720 ( = 360 : 5) iii suplement od toga ( 1080) npr. kut 
BC us!. 4) iii 360 (=180 - 2.720) (kut BE u sl. 4) itd. 

Na sl. 4 dobro je vidljiva i izvjesna simetrija u raspodjeli tofaka 1 do 8. Ona od
govara ravninama simetrije dodekaedra, koje se podudaraju s osnim ravminama XY 
(horizontalna, u sl. 4 prikazana osnovnim krugom projekcije), XZ (vertikalna) i YZ 
(vertikalna) . Te tri medusobno okomite ravnine simetri_j e odgovaraju -.ijedno plo
hama heksaedra (kocke). 

b) Izraeunavanje plosnoga lmta dodekaedra iz bridnih kutova 

Da bismo ri_jdili ta.i zadatak, svratimo pamju na trokut BAD u sl. 4 imajuCi na 
umu, da se radi o trokutu na povclini ku~le, tJ. o sfernom trokutu omed:enom kruz
nim Iukovima BD=720, AB=540 (=108 : 2) i lukom nepoznate velicine AD, koju 
mozemo po pravilima sferne trigonometrije iz spomenutoga sfemoga pravokutnoga 
trokuta (pravi kut je kod A) pomofo formule 

cos AD = cos BD 
cos AB 

odnosno 

izraeunati. Kao rezultat cemo dobiti, da je 

AD = 580 16' 57" 
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Komplcment toga kuta odgovara luku 

AZ = 310 43' 03" 

Ova potonja vrijcdnost za lll!S ic vrlo vama. Budu6 da jc (sl. 4) smjcr y okomit 
na smjcr Z i buduci da jc luk CAB kao ploha dodekaedra okomita na svoju normalu 
3, to mo!cmo rcci, da jc kut 

Y3 = 31043'03" ( = AZ) 

To jc kut, koji lini koordinatna os Y (koja odgovara normali na j>lohu hcksacdra) 
sa normalom 3 na plohu dodckaedra. On jc ~dnak ltutu Zl, jcr jc Z takoder koordi
natna os i 1 norraala na plohu dodekaedra. Zbog ranijc spomcnutih simetrijskih od
nosa jc daklc 

Zl = Z2=31D43'03" 
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odnosno kut medu nonnalama 1 i 2 na plohe dodekaedra iznosi 63026'. Kut medu plo
hama samim jednak je suplementu od 530 26' odnosno plohe dodekaedza nagnute 
su jedna prema drugoj pod kutom 1160 34:'. 

c) lzraeunavanje koeficijenta m za duzi odsjecak ploha dodekaedxa 
na koordinatnim osima 

Ploha dodekaedra predocena svo.iom okomicom 1 paralclna je sa koordinatnom osi 
Y, a sijece koordinatne osi X i Z. Odnosi su radi bolje jasnoce prikazani na sl. 5. 
Ploha dodekaedra, okomita na ravninu crtnjc, prikazana JC u toj slici pravcem PR. 
Oznacimo Ii duZinu njenoga odsjecka OP na osi Z sa a, tad se duzi odsjeeak OR 
na koordinatnoj osi X moze prikazati kao umno2ak 

ma 

gdje koeficijent m mora biti veci od od 1. Taj SC kocficijcnt mozc izraeu.nati iz po
znatog kuta, koji cini plo§na nonnala 1 sa koordinatnom osi Z, a vclicina mu iznosi 
31043• 03". Na sl. 5 on je oznacen sa p. 

z 

0\1 / 

1..6 / -- ::'.:0 "< x 
--i -{= _ 

0 

SI. 5 

Iz sl. 5 sc naime vidi, da je 

cotg/J = ma : a = m 

On je - kako cemo to sad pokazati - iracionalan. Ucinit ccmo to poIDOCu kuta 
AD=58016'57" (sl. 4) , ciji je kosinus jednak omjeru 

cos 720 : cos 540. 

Razmatranjcm jednoga od ist9kraenih tfokuta, koji se dobiju iz pravilnoga desc
lcrokuta, mozc SC lZVCSti (vidi npr. s k re b Ii n, S.: Trigonometrija, Zagreb 1944, 
p. 12), da jc ,_· __ _ 

cos 720 = ! (l"T -i) i cos 540 = ! f to - 215 

Odatlc se mMe izraeunati, da je 

cos AD= ! (l's - 1): ! f 10 - n's 
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BuduCi da su AD i AZ komplcmcntni kutovi, to jc .. 

cos AD = sin A.Z 
--·- - I 
a AZ odgovara zapravo kutu P u sl. 5. 

Mok sc prcma tomu napisati 

sinP= fi-t 
V10-2rs 

Iz sin P sc mo!e izrafonati 

l;-;=rs v----.o 

cosP=Jls+vs 
10 

Za cotg/J sada izlazi 

=m 
/ 

Vidi sc daklc, da jc kocficijent m iracionalan, a to jc u protivnosti sa zakonom 
razmjcmo malih racionalnih koeficijcnata. 

Taj kocficijent m=Jf~fi 

dadc sc i malo dru~~jc izraziti. Udvostruli Ii se brojnik i nazivnik, mofc sc pisati 

m = - 1 + 2:·rs +·s·· ill' 1y . z , :> ·-- · .. m = (1 + fi): 2 , 

U lijcpim pcnta~nskim dodckacdrima sa zlatnofutim sjajnim plohama javlja sc 
lcsto mineral pirit, Fe~. Plohc tih piritnih pcnta~onskih dodckacdara nisu mcdutim 
nikad pravilni pcterokuti sa svim jcdnakim stran1cama. Naprotiv, jcdna jc stranica 
dub iii kraa neg<> ostalc lc~iri jcd!'lakc strani~e. Kocficijcnt m jc kod Uh piritnih 

, oblika uvijck .razmjcmo jcdno~tayan racionalan b~j. . . . ' . . . . . : . 

. VI. PravUni ik~cdar t~odcr. SC ne m"o!c .. pojaVitl sa mjim plo~a na 
· · · kristalima · · · . . ~ . ( ' 

Naiton pcntagonskoga dodckacdra poku!at cerno na slib.n na& railnotriti i oltol
nosti sa pravilnim ikozacdrom. 

a) Izralunavanje plomog kµta za ikozacdar . . . '. ) . 
Razmatranja su utoliko kompliciranija, ho pravilni ikozaedar ima 20 ploha, 12 

· uglova (rogl!cva) i ' 30 bridova. Njcgova stercografska projckcija (sl. ~) jc radi toga 
kompliciraniJa nego stercografska · projckcija dodckacdra. I u ovoj slici nonnale na 
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pojcdinc plohc nalazc sc u srcdiltu malih krufifa. Svab jc oznaccna svojim kristalo
grafskim znakom, koji sc sastoji od tri slova odnosno od tri brojke. Znaci su dobro 
poznati svakom mincralo~ iii kristalograf~. Izmedu svakc dvijc susjcdne plohe iko· 
zacdra odnosno izmedu n1ihovih normala izlazi u srcdini jcdan brid ikozacdra. Tako 
uer. izmedu plosnih normala (Ohk) i ( ffl) izlazi u samoj sredini brid, u kojem se 
si1eku plohe (111) i (hkO) (na sl. 6 oznaccno krilicem kao brid [111, hkO]) . Kon· 
Strukcija toga brida }ako SC izvdi U Stercografskoj projckciji na nacin, koji je OpCC· 
nito poznat svakomu, tko se sluZi tom projckcijom. 

Pokusajmo sad iz sl. 6 izvaditi sfcrni trokut, kojcmu su vrhovi oznaccni tockama 
(ohk), zatim (liI) te raspolovisnom tockom C izmedu (tll ) i (Ul ) (sl. 7), koja 
predstavlja - kako je iz kristalografije poznato - normalu (oll) na plohu rompskog 
dodekaedra. To je pravokutan sfemi trokut sa pravim kutom kod C. U njemu JC po· 
znata stranica a=356 15' 53" koja je jcdnaka polovici kuta medu plohama oktaedra 
{70031'46"). Uz to jc poznat i kut a. Taj je kut - kako $C lako moze ob_jasniti iz 
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simetrijskih elemenata ikozaedra - jednak 6()0, Kroz normalu (Ohle) idu naime tri 
ravnine simetrije, svaka kroz jedan vrh i kroz sredinu tom vrhu suprotne stranice isto
stranienoga trokuu, kojim je predstavljena svaka ploha pravilnoga ikozaedra. U na
§em slueaju jedna od tih ravnina je ravnina kroz plohe (Ohk) i (Ohk); druga ide 
kroz {Ohk) i (Ill), a trefa kroz {Ohk) i (fit). Te tri ravnine sijeku se - isto kao i 
stranice istostranicnoga trokuta - pod kutovima od 600. 

U spomenutorn sfernom pravokutnom trokutu moze se dakle izraeunati svaki ne
poznati njegov element, pa prema tomu i stranica c. Formula za to glasi: 

sin a 
sinc=sin a 

Uvrste Ii se ovamo vrijc;dnosti za a i a, dobiva se 

c = {Ohk) : {lll) = 41048'39" 

Pod tim se ku tom sijeku normale na dvije susjedne plohe ikozaedra. Plohe same 
nagnute su jedna prema drugoj prema tomu pod kutom 1380 11'21" {supelement od 
410"48'39"). Na ta] nacin smo eto dobili kut, pod kojim se si.ieku svake dvije susjed
ne plohe ikozaedra. 

Polovica kuta 

4104-8'39" odgovara (sl. 6) kutu Z : {kOh) = 20054'19,5" 

jer Z predstavlja. raspolovnicu izmedu dviju susjednih ploha odnosno njihovih nor
mala, {kOh) i (kOh). U tom pogledu Z u potpunosti odgovara bridu [111, hk01 
izmedu plofoih normala {Ohle) i { ll l ) . 

Slicno kao i kod pentagonskoga dodekaedra (sl. 4), tako ce i ovdje kotangens toga 
kuta dati koeficij ent m za ikozaedar. 

b) Koeficijent m za pravilni ikozaedar je iracionalan broj 

Da bismo to dokazali, moramo se iz proracunavanja kristalnih oblika teseralnoga 
sustava sjetiti na to, da se stranica a = 35015•53" u sl. 7, koja predstavlja polovicu 
kuta izmectu nonnala na plohe oktaedra, izraeunava po formuli 

tg 350 15' 53" = tg 450 . sin 450 iii 

t 
tg 350 15' 53" = 2 Yi 

Odavle mozerno izraeunati 

sin 350 15' 53" = fi 
3 

a taj ce nam podatak odmah trebati. 

Pri izrafonavanju kutnog razmaka c= {Ohk) : ( lll) (sl. 7) sluzili smo se naime 
formulom 
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sin 410 48' 39" = sin 35o 15' 53" 
-'- """ ill 

sin 41048' 39" = fi : 
3 

sin 41048' 39" = ! 
.!.. }"3 odnosno 
2 

Odatlc cemo odrcditi sinus polovice toga kuta, tj . sin 200 54' 19,5", prcma pozna
toj fonnuli 

Cl 1/l 
sin y- r 2 (1-cosa) 

kako bismo nakon toga mogli odrcditi eotg 200 54' 19,5" = m. 

Izlazi 

tc konablo 

1 -
cos 41048' 39" = ) l's i odatlc 

sin 20054· 19,5" = y ! (• - ! rs) - V! - ! l's 

cotg 200 54' 19,5" = (3 + fi) : 2 

Da bi se dakle plohc takovc formc pojavile na kristalima, to se ukazuje nemogu-
Cim, jcr jc kocficijent . 

m = (3 + l'5) : 2 

iracionalan. To sc protivi zakonu o jcdnostavnim racionalnim kocficijcntima. 

c) Zavdne napomcnc 

Mcctu raznolikim lijepim kristalima pirita nalazc ~ nerijctko i kristali, koji svojim 
oblikom podsjceaju na ikozacdar. Uspoi'cdimo Ii takvc kristalc (sl. 8) sa sl. l e, u 
kojoj je prikazan pravilni ikcnacdar, opa!a se znafajna sliblost. Bitna je razlika me-

Olik c 
OT OT! 

Q 

Ill 

SI. 7 Sl. 8 
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c!utim u tom, §to plohe tetrakisheksaedra {210}, koje na taltvim k.ristalima pirita do
laze u kombinaciji sa plohama oktaedra {111}, nisu .istostraniCni, nego istokrami tro
kuti. Samo plohc okaedra {Ill} su u toj kombinaciji predstavljene istostranimim 
trokutima. 

Sa k.ristalografskog stanoviJta nemoguc je uostalom kristalni poliedar, koji bi se sasto
jao od 20 istovrsnih ploha. Pokulamo Ii naime primjenom simetrijskih clemenata, koji 
karakteriziraju 32 kristalne klasc, iz polo!aja jcdne plohe konstruirati skup svih istovr
snih ploha, tad ni u jednoj od tih klasa necemo dobiti poliedar ili formu, koja bi se 
sastopla od 20 istovrsnih ploha. Razmotrimo li posebno odnose, koji postoje u holo
cdrij1 iii pcntagon:skoj hemiedriji teseralnoga sustava, tad se za holoedritu moze rea, 
da u njoj postoje jednostavne formc, kojc se sastojc od 48 (heksoktaedar}, 24 (trisok
taedar, dcltoidni ikozitctraedar i tetrakisheksaedar), 12 (rompsk.i dodekaedar), 8 (ok
taedar) iii 6 (heksacdar) istovrsnih ploha. Razmotri li sc u pcntagonskoj hcmiedriji, 
u kojoj kristalizira pirit, moguenost o tom, koji holoedri mogu nakon gubitka odrcc!c
nih simetrijskih clcmenata u toj klasi dati novc poluformc, tada sc lako mole izvcsti, 
da cc to b1ti mogucc samo kod heksoktacdra, iz kojega sc mogu izvcsti dva d.isdodc
kaedra, od kojih svaki ima 24 plohc te kod tetrakisheksaedra, koji daje dva pcntagon
ska dodekacdra ,od kojih svaki ima 12 ploha. 

Pravilni izokaedar kristalografsk.i bi sc morao shvatiti kao kombinacija pcntagon
skoga dodckacdra~ za ajc plohc bi kocficijent m morao biti - kako jc izvedeno ma
Io prije u razdjclu 11,b - 1cdnak (3 + v'5) : 2, Ito jc k.ristalografski ncmoguce, i ok
taedra. Ta kombinacija je daklc kristalografski ncmoguea. 

Od 5 pravilnih poliedara na kristalima sc mogu pojaviti prema tomu samo tri, i 
to tetraedar, oktacdar i hebar.dar. Koeficijenti za odsje~kc njihovih ploha na kristalo
grafskim osima nisu u protivnosti prcma zakonu o malim racionalnim ill cjclobroj
nim kocficijentim.a. 

Primljeno 30. 06. 1972 MinnaloJko-petrofl'af ski muuj 
Zafl'eb, Demetrova I 

293 


