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U ovom raidiu deta1jno je QPiisaina prlmjena matematialoog D1KJlde!l.a lood ttije· 
saivmrja hidrogool<>Ske probllemaJtiilke v~ siloja na desnoj oballli &we 
kod Zia.greba. Odigovaraju6a iprimjena :modcla pruii1la je mogu6nmt IIlOVPg 
~1.edattlja na itaj hildrogoolOS.M &stem, tte 1Sitvl0ri!l:a pcllC)!logu rza prOlgraln!iiranJe 
liistmriliivatnja onliih problema kojli su bLtni m odirediiV'attlje ko'li.&e ob.nal\l.1j~Ja 
podrlemnih voda ii na6ilna njiihovog ·lror.L~tenja. 

In ith.1is paiper the apJ)lica~ of the ma11hemaltica~ madel lin solivU:ig the 
· hydTogeio~l problems of water-bearing horizon on the right baa::ill.c bf die 

Saiva river neair Zatgreb iils ipresenred. Tihe apprQpiiiate ap1plllioa:tfun of >the mb­
del has en.ab1ed u:s <the poss:i'bi:liity df 1tlhe new approach 'IX> it!hliJS hyiclrogool• 
isystem, ..anld has become tire fumd:aimen.'t for ·the i.n>vestti'galtlian protgramming of 
the essenttiall problems to be sdlved for derermination of lthe grountl water 
replenishment. 

UVOD 

MatematiC:.ki model se u nacelu nadograduje na pomate geoloske i hi­
drogeoloske prildke. 

0 geoloskoj gradi i hidrogeoloskim karakteristikama vodonosnih slo­
jeva u podrucju Zagreba objavljeno je mnostvo radova. Stoga ne bi po­
navljali poznato, vee cemo se iskljucivo pozvati na radove ciji sadriaj 
opisuje stanje na koje se odnosi nas prikaz. 0 vodonosnom sloju ii njego­
vim hidrogevloskim znaeajkama, 0 pooiasanju razine podzemne vode i 
njenom odnosu prema Savi, o zalihama vode u vodonosnom sloju njiho­
voj zastiti pi.Su: N. Nowinska i P. Miletic (1967), P. Miiletic 
i D. Borci c (1967), D. Borcic, A. Capar, I. Cakaru111, K. Ko­
stovic, P. Miletic i D. Tufegdjic (1968), V. Kranjec, E. 
Prelogov ic i Z. Herni tz (1972), P. MHetic, S. Macarol, 
G. Turic i M. Heinrich (1975), P. Miletic, B. Svel, G. Tu­
ric, I. Blaskovic, D. Mayer, S . Macarol i M. Heinrich 
(1975), B. S vel (1978), T. Grgas i Z. Mincir (1978), G. T uric 
(1978), P. M.iletic i M. Heinrich-Miletic (1981), P. Mile­
tic i M. H einrich-Miletic (1982) i drugi. 

0 matematickim modelima taikoder postoji mnostvo publikacija. Za za­
interesirane cemo i ovdje navesti nesto od dostupne i poznate literature 
u kojoj je tet0retski Hi infonnativno obradena takva tematika. 
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Na takav nacin o modelima, izmedu ostalih pisu: Y. Bachmat, J. 13rede­
hoeft, B. Andrews, D. Holtz, S. Sebastian (1980), C. R. Faust, J. W. Mer­
cer (1980), G. F. Pinder, W. G. Gray (1977), T. A. Prickett (1975), J . Reit· 
man (1971), I. Remson, G. M. Hornberger, F. J. Holtz (1971), K. R. Rush­
ton, S. C. Redshaw (1979), M. Heinrich-Miletic (1980), P. Miletic (1975). 

Sto se tiee problema koji proisticu iz koristenja prostora najte!i je sto 
je na podrucju Zagreba na vodonosnom sloju izgraden grad. Razvoj i zi­
vot grada pracen je nlizom aktivnosti i sadriaja koji su znaeajni za Zivot· 
grada a koji su u koliziji s dobavom kvalitetne podzemne vode (J. Sa­
re, i P. Miletic 1978). 

Rjesavanje problema dobave vode za Zagreb se odvija u relativno je­
dnostavnim okolnostima jer je u pitanju vodonosni sloj s pridn:demm 
hidraulic.kiim uvjetima koji su relativno lako odredivi. Sava kao granica 
poznatog potencijala penetrira vodonosni sloj po citavoj dubini na veli­
kom dijelu prostora, a sam sloj je vrlo blago nagnut u smjeru protoka 
vode. 
: . ,U nizvodnom dijelu, u sirem podrucju Cmkovca, sloj znatno zadebljava 
izazivajuCi pojave 0 kojima cemo kasnije diskutirati. 

.: ZA!DATAIK I ~RISTUP NJEGOVOM RJESAVANJU 

Osnovni cilj koristenja matematickog modela u konkretnom slueaju 
bio je verifikacija djeluju6ih hidrogeoloskih parametar.a, zatim bilanci­
ranje rezervi podzemnih voda i prognoza medusobnih utjecaja postojeCih 
i projektiranih velik!ih crpilista. 

U podrucju crpilista Male Mlake zadatak simulacije na modelu bio je 
prognozirati takav reZim crpljenja koji ce osigurati za5titu kvalitete vode 
na nacin detaljnije opisan kasnije: · 
~ · Navedene zadatke pilo je potr~hno rijesiti u aluvijalnom vodonosnom 
sloju desne obale Save ikod Zagreba. Prostiranje i debljina vodonosnog 
~loja prikazani su na slici 1. Na slici su izopahe sloja prikazane s dvije 
r~licite vrste izolinija: crtkanom i punom linijom. Istoeno od linije Lom­
·nica - Ja~usevac u vodonosnom sloju koji cine uglavnom dobro gradu­
irani sljunci pojavljuje se na dubinama od 20 do 40 m slabije propustan 
·uloZak. UloZak je izgraden od glina, prasinastih glina a mjestiimice i pi­
jeska. Prema usmenim informacijama·novijim istnmvanjima ovaj uloZak 
je registriran i zapadnije Cak do Male Mlake. Ulofak ima veliki ntjecaj 
.na h~d~aulicko ponasanje sloja pa je stoga i prikazan na slici. 
. Zapadni dio sloja i gornji dio sloja na istoku cine jednu cjelmu pa su im 
.izolinije debljina zajednicki prikazane crtkanom linijom. Gornji i donji 
dio sloja na istocnom podrucju prikazani su zajednicki punom linijom. 
Zbog navedene nehomogenosti sloja, zatim zbog relativne velicine podruc­
ja, a naroeito zbog cinjenice da na zapadnom dijelu postoji velik<> crpili­
ste Mala Mlaka podrucje je za matematicke simulaoije podijeljeno u dva 
dijela. Prvi dio je obuhvatio slivno podrucje Male Mlake, a drugi dio Ci­
tavu desnu obalu (vidi slika 2). 
: Na taj je nacin, bilancirajuci manji sldv unutar veceg sistema de>prinje­
to jasnijem razlikovanju razlicitih utjecaja na sistem a ujedno i potstignu-
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:SI. · 1. Karta i!'l'opaha vodonosnog Sk>ja ina desnoj oball.i Save ·~ ~ lzradila 
Mr G. Toot, c:emm- rr.a :rode, Zagreb. 

:Rilg. 1. lropa.-ch ~ IOf ltihe waiter·~ bed on the .right Sava :river bank near 
Zagreb. •Pecl'orm.ed by G. Tlllliic MA, Centar rm vode, Zagreb. 

_toj toenosti:. Takav ·pristup osnovnom zadatku olaksao je ujedno anal~e 
dogadaja isKljucivo na crpilistu Mala Mlaka u sadasnjhn uvjetima. 

Geometrija sloja i njegov odnos prema hidroloskim pojavama odredio 
je izbor hidraulickih granica modela. Sava odreduje granicu poznatog po­
tencijala, dok su ostale granice odredene poznatim flux.om, koji se kreCe 
u granicarna od nule do u wu ko-nstruiranja i testiranja modela nepo­
znate velicine. 

Hidrogeoloski parametri odredeni na temelju pokusnog crpljenja u ~­
su konstruiranja modela bili su vrlo rijetki. Na najveeem dijelu podrucja 
su bili predpostavljeni na osnovu granulometrijskog sastava i analogije. 
Na temelju tako orjentacionog poznavanja hidrogeoloskih parametara 
pretpostavljen je poeetni raspored koeficijenata hidraulicke provodljivo­
sti kako je za sliv Male Mlake prikazan na slioi 3. 

Relativno pouzdani ulazni podaci odnosili su se na mjerenja nmna 
podzemnih voda. Mjerenja su vrsena i do dvadesetak godina na skoro 
stotinjak lokacija. Na temelju tih mjerenja izradene su karte hidroizohip­
sa u vodonosnom sloju za visoki i niski vodostaj Save (vidi slika 4). 

Od ostalih ulaznih podataka postojali su podaci bilanca podzemnih vo­
da desne obale Save za podrucje od Pudsuseda do Siska koji je izvrsen 
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SL 2. Polclrucja maitemMi&~ m.odela sliJva Malle Ml:a:ke (Jilk odre<ten orV:kam>im ii-
niljom) i De.me obale tlik. odreden puoom liniljlOill). · 

f1ig. 2. ATealS of .the mathennat>icall modleil of the ·drainage area of Mala Miakla (.ti­
~ drawn by iiotemlu.pted liilne) and of the right bank (ifli8ure drawn by full 
lillle). 

1975. godine (Miletic i dr. 1975), a koji je djelomicno reinterpretiran 
1978. godine (Svel, 1978). U navedenim radovima pretpostavljen je manji 
ulaz podzemne vode u podrucju Podsuseda neposredno uz Savu i izlaz 
podzemne vode na bilancnim profilima ke>jii se priblifao podudaraju s 
granicama modela Mala Mlaka i modela Desna obala. Ostale zapad.ne i 
jufoe granice hidrogeoloskog sistema desne obale u citiranim radovima 
smatrane su nepropusnim. 

Matematicka, numericka, metoda koja je izabrana sa simulacije na mo­
delu poznata je pod nazivom metoda konacnih diferencija (MKD). Cesto 
na~asavan nedostatak ove metode je nemogucnost detaljnog pokrivanja 
granica nehomogenosti u sistemu ii granica samog sistema. Kada su me­
dutim, u pitanju regionalni hidrogeoloski sistemi, kao sto je to ovdje-slu­
eaj, takav prigovor ima samo akademsko znacenje. Granice sistema su 
ionako aproksimirane m interpolirane pa ne postoji realna potreba nji­
hovog detaljnog pokrivanja. Ostale znacajke izabrane numeri&e metode 
imaju prednost pred drugim metodama. 

Nakon izbora matematicke metode podrucje je pokriveno ortogonal­
nom inrefom cvornili toeaka, kako je to prikazano na slikama 5 i 6. 

, 
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SI. 3. Po6etlni ~d Jroef.icijenaita hidraullike provodlj,ivosti u metrima na dan 
prema re:m1tlalt:iana pokusnog cnpljenja i drugim poloazalteljti!ma. Siivino po. 
drueje Male Mlake. 

Fig. 3. Tulitiiall 3111rangennent of the ooeffilcientis of hydraulic oonduct!iivilty tilil metres 
per day aooordiing to the results of ·J>1.tlllPing and other iindicatli1Ql1S. The drai­
nage area of Mala Mliaka. 

VERJ.FIKACIJA MODELA I REZULTATI VBRIFIKACIJE 

Prvi korak realizacije zadatka bio je testiranje sliva Male Mlake. Do to­
ga casa poznat koeficijent hidraulicke provodnosti (kako je prikazan na 
slici 3) interpoliran je po ortogonalnoj mrezi kako je prikazana na slici 5. 
Koeficijent uskladistenja (efektivna poroznost) pretpostavljen je s vrijed­
noscu od 0, 15. Sava je pretstavljala granicu poznatog potencijala, ve6i dio 
zapadne i j1.1Zne granice pretpostavljene su nepropusnirn, dok je na istoe­
noj granici pretpostavljen protok u veliCini odredenoj prije navedenom 
bilancom p<.>dzemnih voda (Miletic i dr. 1975). Poeetak testiranja bilo je 
stanje visokih voda. 

lTz gornje uvjete testiranje modela nije uspjelo. Negativni je rezultat 
upucivao na veliku razliku izmedu realnih znaeajki testiranog sistema i 
onih znaeaj k.i koje smo do tada smatrali relevantnim. Uspjeh testiranja 
postignut je tek nakon mnostva pokusaja tokom kojih su mjenjani hidro­
geoloski parametri i ulazni podaci na hidraulickim granicama. 

Promjene su se odnosile na veliko smanjenje vrijednosti koefiicijenata 
hidraulicke provodljivosti u odnosu na pocetne vrijednosti, zatim na sma-
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SI. 4. Hidroi2X>hiipse za rvJisolci vodositaj {ptma 11mija, U . 'travanj, '.1977) a za Dislk1i '\/0-
=~crtklana liriija, 3. st.udenog, 1977). Iizra.dfilii Z. Minair i T. G~, RJHMIZ, 

Fiig. 4. Hydrdisohyipses for high waiter level (fiuM tine, llith Aprfil, 1977) lallld for llow 
water level (iilnte11IUpted line, 3rd November, 1977) performed by Z. Mmfiir 
alnd T. Grgas, RHMZ, 7Jagre?,· 

njenje efektivne poroznosti i uvodenja podzemnog dotoka preko zapad­
nih i jwnih granica sistema. 

Ovdje valja naglasiti da se promjenom samo jedne skupine od navede­
nih podataka nije mogao postici zadovoljavajuci rezultat. Raspored hi­
drogeoloskih parametara i ulaznih podataka koji su daM pozitivan rezul­
tat prikazan je na slikama. Pocetni raspored koeficijenta hidraulicke pro­
vodljivosti (prije interpolacije) prikazan je na sli\karna 7 ri 8. Ulazni po­
daci koji se odnose na protoke preko istoene, juZn.e i zapadne granice za 
stanje visokih i niskih voda prikazanii su na slikama 9 i 10. 

Na istim slikama prikazan je izlaz vode iz sisterna i to onaj lroji j e pri· 
drl!Zen uz sedam bunara u Maloj M~aci (14.774 m3/dan), te u izabraniim 
karakteristicnim tockama sistema. Za ove posljednje je znatajno da pri­
kazan izlaz predstavlja rezultat bilance koja obuhvaea utjecaj infiltraci­
je, evapotranspiracije, lokalnih crpljenja vode, te kolicina koje se dreni­
raju iii infiltriraju kao posljedica lokalnih rneliorativnih zahvata. Poseb­
ni problem predstavljala je granica sa Savom. Grani6ni uvjeti ovclje su 
simulirani poznatim potencijalom. Medutim, utjecaj Save na podzemlje 
osjeea se sa zakasnjenjem. Visoka Sava ne podudara se vremenski s naj­
visim vodostajima u podzemlju ukoliko je vodni val na Savi kratkotra­
jan. Nadalje, vodostaj Save se tokom testiranja koje je izvedeno za pe-
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Sl. 5. Mi:ieZa toeaika martematiokog moidela Mala Mlak.a. Tookiama oznateno sedam 
djeluju6ih buna:ra u Mailoj Ml'a:ai. ('1931. god.). 

Fig. 5. Network poims of the malthernailica!l model Mala Mlakia. Seven acting wells 
aot Mala Mlaka are indicated by dots (1981). 

riod od sedam mjeseci nekoliko puta mijenja. U matematickom modelu 
je stoga trebalo predvidjeti promjene poznatog potenoijala u vremenu, 
sto je na.Cinjeno aproksimacijama visine vodostaja kako su za vodomjer 
Savski m-0st prikazane na slici 11. 

Pri tome su uzeti u obzir relativno velilki vremenski inkrementi. S ti­
me se je postigla usteda kompjutorskog vremena a da se obzirom na za­
datak nisu umanjile vrijednosti rezultata. Vremenski inkrement izmedu 
150 i 210 dana uzrokovao je odstupanja mjerenih i simuliranih hidrogra­
ma koji se vide na slici 115. Obzirom na zakasnjeli utjecaj Save na vodo­
staje u podzemlju stanje visokih voda kako je prikazano hidroizohipsama 
na slic1 ~ zapravo je zateceno stanje koje je posljedica dogadaja na Savi 
koji su se odvijali prije zabiljefenog najviseg vodostaja. Stoga je na ma­
tematickom modelu simulacija utjecaja Save na podzemlje trebala zapo­
~eti ranij e. To je i natinjeno tako da je simulacija tokom testiranja i ka­
snije zap<>Cinjala 30 dana prije registriranog visokog vodostaja u podzem-
lju kada je trebalo posti6i veeu toenost. , . . 

Kod te stiranja modela Desne obale dosla je do izrafaja jos jedrta spe· 
cificnost. Za to podrucje 1karakteristieno je veliko zadebljarije vodono-
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Si. 6. Mreta 1JOk.aOa maten:niatli!Clkog modelia .Oesna 10bafa. TOOkama O!Zlil.aCeno sedattn 
djetujJU&h ib~ ~ Mmj Mlaoi, ·~ru~icim~ !bt.mair1i eretposi~avi]ljenog 011Pi~ 
Ornkovec, a .kriZ16ima pretpostaM!,J~mo C11p~Di1Ste Veildll.m Gtot1iba. 

Rilg. 6. Network of poiint!s of the matlhemaiticail. model Desm oba:I1a (Rli:ght b31Ilik). Se­
ven aotJive wells at Mala Mliaka IDndicated by dots, wells of •the tSUpP'Osed 'Wetlll 
meld Cmlrovec, iby smail1 cyircles talilid the S1U'J>IP'C)Sel<i dralinalge area Vel:ika Gori· 
oa by '511Imill crosses. 

snog sloja istoeno 9(1. Male Mlake. Kao ~to je vec spomenuto unutar sl10ja 
na pribli:Znim dubinama od 25 do 40 m javlja se slabije propustan ulo­
iak U takvim prirodnim uvjetima pretpostavljeno je da donjri dio slcja 
u prirodnom stanju nije hidrodinamicki aktivan, ili je njegova aktivnost 
svedena na zanemarljivu mjeru. Takva pretpostavka tokom testiranja po­
kazala se je tocnom. Visoka toenost postignutog podudaranja registrira· 
nog stanja sistema u prirodnim uvjetima i onog dobivenog na materna­
tickim modelima prikazana je na slikama. Raspored simuliranih raz.ina 
podzemnih voda za visoki i niski vodostaj prikazan je na slikama 12 i 13. 
Usporedni nivogrami mjerenih i simuliranih razma podzemne vode na 
pojedinim pijezometrima prikazani su na slikama 14 i 15. 

Nivogrami na slici 15. true i dodatna objafojenja. Simulirani nivogra­
mi prikazani su sa tri krivulje na slici oznacene 1, 2 i 3. Svaka od nave­
denih krivulja odnosi se na drugu efektivnu poroznost. Krivulja 1-ef. po­
roznost je 0,1, kod krivulje 2-ef. poroznost je 0,08, a kod krivulje 3-ef. po­
roznost je 0,05. Premda sve koristene efektivne poroznosti pokazuju za. 
dovoljavajucu toenost primijeteno je da u blizini granice poznatog poten· 
cijala vecu toenost daju manje efektivne poroznosti. Tumacimo to pret­
postavkom da se za narocito visokih vodostaja razina podzemne vode na­
lazi u krovinskom sitnozrnijem materijalu. U uzem p'odrucju crpilista ra-
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Fig. 7. Iniltlia1 arrangement of ,the ooeftli:cients of hydraulic ocmductJiVllty in metires 
per day after 1!he completed verifilcation of >the mxlel Maia Wah. 
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Sl. 8. POOe!trnJi. mspored lkoof.idjenata hlrlra\rlliOke .prov.odijivostii u metrima na den 
na1ron mvriene veri:fu.lcacije modeda Desoa obala. 

Fig. 8. Imtlie!l air.r~ of tthe ooeffk:iients of hydraulic oon.duotiMilty in metres 
per day after 1the oampleted model The Rli'g!Jt bank. 
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SI. 9. R:aispored ulMA ~ irlaza podzemne 1VOde za iWsokfi i mSk!i. vodostiaj kaikav je 
utwden veriflikiacijom maitemati&ng modela Mala Mlaka I200ISli su dami u 
kubmm metrima na clan. Brojke u mgradi odniase se na ilrol!iCine ,ttxloom m­
Skog vodostaja. Znak. mi1IlU1S omaCu:je doOOk podzemne rvode. PorzliltWlnci Ur.mosi 
odnose se na podzemoo otjecainje (granice), cr.pljeinje 6. osta!l.e gubiltike iz 
sisitema. 

:Rig. 9. The arrangement of .the lin. flow and oot flow of groulllelwaite:r for h¥1 and 
low water level as determined by verilik:atirorl of the mattlemaltica!l model 
Mala Mlaka Ammounts are given in m 1 per day (m1/day). Numbers in 
b:raokets refer ro quaartritlies ducin:g llow wamr level. the denotalt!ion (-) 
means the~ waiter liinif)ow. Positiiive am.ouin'tls .refer to gltl!Undwaiter out­
flow, drainage and •tlo other :tosses fuun .tile sy.stem. 

zina podzemne vode je pod manjim utjecajem krovine. Kao srednja dje­
lujuea efektivna poroznost tokom daljeg sluienja modelom usvojen.a je 
vrijednost od 0,1, a za pojedine specificne obrade uzeta je u obzir i vrijed­
nost od 0,08. 

RBZULTATI SIMULACIJA POSTAVLJENIH ZADA'Jl.AiKA 

Nakon sto je po nasem uvjerenju model uspjesno testiran pristupilo se 
je simulaciji postavljenih zadataka. Prvi od njih: bilanciranje podzeIIlilih 
voda, izvrsen je praktiakri tokom testiranja i vidljiv na slikama 9 i 10_ 

Na tablici 1. su brojcano sabrani ulazi i izlazi voda u slivu Male Mlake 
i posebno desne obale za stanje ~sokih i niskih voda kako je ustano-vlje-
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S1 10. Raspored lllla?Ja i imam :podrr.enme vode m 'Vlilslok1i i mslkfi. 'VIC>dostaj kakalv je 
rutvlrc:ten verifiilkacijom matematicktog modela Delma obaila. imosi su dalDli u 
ik'Ubnim metrima ina dan. Broj'ke u zagradi odno.se se oa ikolroine 1ldlrom D'i­
Slrog vodlOStaja. Znalk mimrs oznaOu:je ddtUk podzemne N'ode. Po'JJi,tliv.n'i tirmosi 
odnose se na pQdzemno ot?jeoanje (igranice), ciipljenje i OIS'tlalle giwb.iitlke iz 
si'stema. 

Ag. 10. The a.nrangement of the inlet aJnd 01.lltllet of ~ ~ for high and low 
water level as det.emrined by vierilflicatfion of itlhe mathemaltlical. model of the 
Rligh:t bank. Amm.ount'S •are given tirt m 1fiday. Numbers in brackets refer ,to 
quantiitmves duri~ llow waiter levdl. The denotati!on (-) memi.s the ~d 
waiter !infllow . .Positive amounts .refer ·1:<> igrowxlwater outflow, drMnage and 
to other kisses from the system. 
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SI. U. Hid~ram Save :iz.mjeren 1977. Pine na vodomjeru Salvskii. lOOSt. Punom 
lilmjlOlD. pl'ik:azana aiprokS!maciija ~ja ka:ko Je lkoriS.tena rolrom venif.i­
ikacije modela. 

Fig. H. Hydrogram of the &wa river measured duI1iing 1977. IEVt the water gauge 
SaJV'Sk!i most. Approximation of the water [evel ·ils pre.seDted by full litne as 
IU5ed. dmtilng the :vellif.ioatlioo model. 
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Tablica .1 Tobi• ' 

Element! bllance 
El•m.nts of balanc• 

Podzemno otjecanje 
Und•rground runoff 

Crpljenje u M. Mlaci 
/!ump(ng·m N. Mlaka 

ostaii potrolGk I gubltcl· 
!bslstemu . 

th•r consumption and 
/osHs insyst•m 
UKU PNO 
TO TA L 

Podzemni dotok 
Und•rground Inflow 
lnflltracija izSave i 

" 

druglh lz'°l"'Cl 
lnf/llratlan from th• Sava 
rl,,.randol.othtrsourcu 

UKUPNO 
TOTAL 

Podzemno ot)ecanJ• 
!Jnd•rgrt1und runoff 

Crptjenje u M. Mlaci 
Pumping in N. Nta·ka 

Os tali potroiak i gubltci 
u slstemu 
Oth•r consumption and 
loss.s lnsyst•m 

UKUP.NO 
TOTAL 

Podzemnl Clotok 
Und•r1round inflow 

lntllttaclja lz Save i 
potrolak usktadtiten)Cl 
Inf iltrat/on from th• S•ra 
riv•r and storag• 

UKUPNO 
TC?TAL 

Geol.oS:Ici vjesnilk, 39, Zagreb 1986 
I 

~ 

~ .Mala Mlaka Desna oba~a Mala Mlaka Right ban 

~isoke vode u m3 / dan 
high wat•rs In · . da.11 

13' 587m~::; 103 418 m3; ~:; 

103 '18 m
3

/ ::; 131 468 m't ::~ 
~dan 34 904m day 

dan 
60 000 m'/ day 

272906m3 /dan 
. daf 

294886m~dan 
. . day 

m3. dan 76 700 I day 
3 dan 

101 000 mY day 

196209m~ :~~ 193 886 m'l ::; 

212 909 m 31 dan . day ·294 886 m3~an day 

'niske VO~e U • m3/dGn 
low wet t•rs 1n day 

. 3 dan 
73 800 m ~day 

J dan 
40 000 m Y day 

3 dan 3 dan 
. 

103 '18m V day 103,18m.1 day 

~ dCln 
3l 904 m ii day 

J dan 
131468 m7. day 

fTI/ dan 212,122 day 
J dan 

27' 886mY. dilY. 

'32000rri'/ ::; 46000mt ::; 

3 dan 
18Q122m~ d11¥ 

clQ 
?28 886m31 da~ 

3 dan 
212 122m"/ day 

J dan 
27' 886m 'I day 

- I 
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SL 12. Hidroimhiilpse simlllliiranih ~tajia za Wsoki vodostaj (PlJna Jliinija) i m. 
.skri. vodostaj (Cl1tlkana linij~) na martematfitJrom modeliu Mala Milaka. 

FJg. 12. Hyd.roisohypses of simulated wairer levels for high water level (fu! line) 
and low wat er level (interrupted li'lle) of ·the maithematlica[ model ~ 
Waka. 

no u vrijerne testiranja. SHjedeci zada tak bio je interpolirati novo crpili­
ste Cmkovec i povecanje kapaciteta crpilista Velika Gorica te s jedne 
strane vidj eti reakciju sistema na povecanu eksploataciju ,a s druge stra­
ne pretpostaviti utjecaj novih crpilii~ta prvenstveno na crpilistu Male 
Mlake. Navedena simulacija izvedena je u dva koraka. Crpiliste Crnkovac 
pretpostavljeno je na }tidraulicki relat.ivno povoljnoj lokaciji kako je to 
prilkazano .na slici 6. Lokaoija crpilista Velika Gorica smjestena je na pro­
jektiranom. mjestu. Mijenjane su kolicine crpljenja i to za Crnkovec je 
prepostavljeno crpljenje s kolicinama od ukupno 2,0 mss- 1 i 4,0 m3s-1• 

Za crpiliste Veliku Goricu pretpostavljene su kolicine crpljenja od 0,5 
m11s- 1 i 1,0 m3s-1• Dobijeni rezultati bili su slijedeCi. Uzimajuci u obzir 
kolicinu podzemne vode uz utvrdene i pretpostavljene parametre sistema 
i hidrauliC.ke uvjete na novim lokacijama moguce je koristiti navedene 
kolicine vooe. 

Crpljene kolicine imaju medutim utjecaj na sni.Zenje razine podzemne 
vode na postojecem crpilistu u Maloj Mlaci. Za crpnu kolicinu od 2,0 
m3s-1 taj utjecaj na crpilistu Mala Mlaka kretao se je unutar 0,5 m do­
datnog sni2enja. Za crpnu kolicinu od 4,0 m3s-1 na pretpostavljenom crpi­
listu Crnkovec i koliCinu od 1,0 m3s-1 na postojeeem crpihl.stu Velika Go-

12 CEOLOSJU -VJESNIX: 
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Sl. 13. Hiclroioohiipse :simWi:ran.ih VIOdostaja za viiSIOkii vod'OSt!a!j (ipU!Da Jfin,i.ja) i ni· 
skd vodostaj (ortkana llilnijra) na matem:atickom modelu Deisna obal.a. 

Fig. 13. Hydroi:sohypses of .simuiated water levels for high water level {fuilil liine) 
and low water level (intero:iuipted fa1e) of the mathemait!ical model The .~t 
bank. 

rica povecano sniZenje na Maloj Mlaci je do 1 m za niske vode. Iz nave­
denog proizlazi da bi utjecaj na sniZenje vode u Maloj Mlaci bilo veee 
kada bi se pretpostavljeno crpiliste Crnkovec smjestilo dublje u zaobalju. 

Zanimljiv i u procesu simulacije relativno teZak dio zadatka odnosio se 
je · na predvidanje takvog hidraulickog rezima na crpilistu Mala Mlaka 
koji ce omoguciti maksimalnu za5titu crpilista od dotoka zagadenja iz 
smjera Klare. Kao sto smo kazali u tom je podrucju registrirana leea za. 
gadivaea naftnog porijekla koja »pliva« na podzemnoj vodi. Zastita crpi­
lista provedena je visecom dijafragmom cija funkcija je zadrZa.vanje pli­
vajuceg zagadenja. Takva funkcija dijafragme osigurana je tek ukoHko 
razina podzemne vode ne padne ispod kote dna dijafragme (vidi skica 
slika 16). 

Kako je utjecaj crpilista na snifavanje razine podzemne vode relativno 
velik to bunari I II i III prakticki nisu pusteni u pogon. Pa eak i u uvje­
tima iskljucenih bunara razina podzemne vode za niskih vodostaja pa­
dala je ispod dna dijafragme. 

U cilju iznalaienja najpovoljnijeg rezirna crpljenja bunara u Maloj Mla­
ci kao i drugih hidraulickih zahvata koji ce omoguciti po5tovanje z:ada­
nog ogranicenja provedeno je mnostvo simulacija. Na slici 17. usporedno 
su prikazani najzanimljiviji rezultati na karakteristicnoj toeki dijafragme. 
Tocka R-5, K-20 (model Mala Mlaka sl1ika 2) odgovara lokaciji dijdrag­
me s kotom njenog dna 106,40 mnm. Na slici prikazane krivulje o-dgo­
varaju razini podzemne vode za razlicite rezime crpljenja, a svaka je oz-

1 
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dos-taja (p~~ u odgovarajuCim tt.OCkiallna modela Maila Mfa.kla. Efek. 
tiivn.:a poroznost 10.0/o. 

fiig. 14. Pa:r:allel presentaltlion of measw-ed waiter levelis (lintem.Jpted line) and of si­
mu.liated water ilevells (fuM. line) iin ·the oom-es.pood:iog points of. the model 
Ma!l!a Mil!aka. Effective iporosiity 10°/o. 
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Sl. 15. Usporedni niiv~ami mjerenih vodostaja (crtikana 'm ija) ii mmuli!ranih \/Qo 
dostaja u odgovaraju&n OOClkama modela Marla Mlaika. Opis OZl!laCelllih niJvo. 
grama (1, 2 i 3) u ltebtu. 

Fig. 15. ~lel presentaition of measured water !levels, (interrupted Wine) a:nd ~f si­
mU!Lated water leveLs :iin oorrespcmdiing poiin~ of ithe mode'l Mada Mlladca. 
Descri:ption of designaited l&'3Phis l, 2 and 3 liin :the te~. 

naeena posebnom sifrom. Sifra 141 a oznacava kretanje razine podz:em­
ne vode kakvo bi bilo uz rad 9 postoje6ih bunara bez ikakvih intervenci­
ja. Krivulja sa sifrom 201 e pokazuje situaciju vodostaja uz rad 7 bunara 
za visokog voclostaja te iskljucenje bunara br. IV na pocetku pojave :naj­
niZih vodostaja (210-ti dan). 

Nivogram sa sifrom 181 b prikazuje situaciju s iskljucenim bunanma 
I, II, III i IV, a istovremeno dvostruko poveeanim kapacitetom crpljenja 
na bunarima X, IX i VIII, sto znaci da j e ukupan kapacitet crpljenja 
identican onom oznacenom sifrom 141 a. 

Upisana grupa simulacija pokazala je da bez znatnog smanjenja kapa­
citeta crpljenja na Maloj Mlaci za vrijeme niskih voclostaja nije moguee 

l 



I 

MiletiC at al.: MatematiOki model ... 181 

.e 
0 ti! e o 
Cl '"­
c:J .c: 
.!: Q.. 

---+ 0 

BU NARI 

x 

(} 0 
0 

O V.sloj- oquif~r o o <) 

/TT7TTrTTTr7"rrrrT7TrrrrTTTTrrTTrr77 
Pod in a 
footwall 

Sl. 16. S:k!iica djelovain.ja viseee dijafragme u smislu spreeavain.ja diot'oka zagat1ene 
vod.e u u.Z.u zonu cxipi.LiSlla. Slkica nije u mjeriW. 
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SI. 17. Simsulirani ruvogrami podzemnih rvoda za pretposta~ljene Tazliate ire:1iime 
orpl.jenja. Opis uvjeta za pojedine mvogmrne omaeene sif.irama dan je u 
iteksru. 

Fig. 17. Sirmiu.late.d presentation of ~1.llDd waiters levetls for aisisumed different hy­
draulic regimens. Desoriiptlilon of condlitlions fur mdividua[ graph$ iimlicaited 
by oode~letters was given in the. text. 



182 Geoloslci vjesnik, 39, Zagreb 1986 

odrfati razinu podzemne vode na lokaciji dijafragme iznad njenog dna u 
prirodnim uvjetima. No istovremeno se vicli da je promjenom tezista crp­
ljenja postojeeu situaciju moguce znatno popraviti. 

OdrZanje postavljenog ogranicenja i poveeanje kapaciteta crpljenja 
moguce je sprovesti uz umjetnu infiltraciju. U modelu infiltracija je uv~ 
dena ju!no od dijafragme u cvornim toekama R-6, K-19, i R~, K-21 
(slika 7) i to u kolicini od 29.000 m3/dan. Simulirana je varijanta tekuceg 
crpljenja tj. 7 bunara u paralelnom radu (sifra nivograma 151 c), zat1m 
6 postojecih bunara i uz dupli kapacitet na bunarima X, IX i VIII (§ifra 
nivograma 181 c). 

Posljednja skupina simulacija pokazala je da umjetnom infiltracijom 
vode u podrucju dijafragme mozemo stvoriti hidraulicku zavjesu prema 
zagadenju, znatno povisiti razine podzemnih voda te poveeati ukupnu 
eksploataciju crpljenja s time da je odnos infiltrirane i poveeane crplje­
ne kolicine vode u korist crpljene koliCine. 

ZAKLJUCAK. 

ZahvaljujuCi prvenstveno prirodnim uv jetima u ovom radu moguce je 
demonstrirati pravu ulogu matematickog modela u istraZivanju i bilanci­
ranju podzemnih voda. Matematicko mode1iranje je jedna od istrdi vac­
kih metoda koja omogucuje testirainje postojeoih pretpostavki, a tokom 
testiranja upucuje na probleme koje daljim istrafivanjima valja rje5a­
vati. Tek sukcesivnim uvodenjem novih podataka takav matematicki mo­
del mofe uspjesno poslilZiti podlogom u sistemu gospodarenja podzem­
nim vodama. To je put koji treba kor.istiti u okviru vodoprivredniih ak­
tivnosti jer ce u konacnosti rezultfrati koncentracijom istraZivackih ak­
th·nosti na kljucne probleme i na smanjenje ukupnog obujma istrazi vac­
kih radova. U konkretnom slueaju prikazani su konceptualni i matematic­
ki modeli slivnog podrucja crpilista Male Mlake i desne obale Save na. po­
drucju Zagreba koji su izradeni za potrebe Vodovoda grada u razd0<blju 
od 1980. do 1982. godine. 

Cilj ispitivanja na modelima bio je prvenstveno ocjeniti korist primje­
ne te metode istrazivanja, zatim izvr5iti bilanciranje podzemnih voda u 
zatecenom stanju sistema, ocijenit1i utjecaje rada novo projektiranih cr­
pilista u Crnkovcu i Velikoj Gorici na crpiliste Mala Mlaka, te simulirati 
refun crpljenja u Maloj Mlaci koji ce zadovoljiti ogranicenje da na l<>ka­
ciji Klara razina podzemnih voda ne padne ispod kote 106 rnnm prosjee­
no, uz isti ili povecani kapacitet crpljenja na lokaciji postojeeeg crpildsta. 
Kao sto ce se iz daljeg teksta vidjeti svi dijelovi zadatka uspjesno SU iz­
vrseni time da je tokom verifikacije modela definirano niz pojava 6ije 
znacenje se je do skorog vremena zanemarivalo. Pravo znaeenje pojava 
registriranih na modelu potrebno je provjeriti istrazivackim radovima, 
ali je to i naCin na koji se usmjeravaju istra.Zivacki radovi. 

Tokom verifi!kacije ustanovljeno je da je koeficijent hidraulicke pro­
vodljivosti, odgovarajucom operacijom preveden u djelujucu transm_isiv­
nost, manji no sto je to prethodnim istraZivackim radovima pretpostav­
ljeno. To narocito vrijedi za podrucje neposredno uz kontakt vodonosnog 
sloja i Save, zatim za podrucja gdje je vodonosni sloj zadebljan. Iz tih 

J 
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podataka zakljuceno je da je kontaktna povrsina sloja i Save manja no 
sto se na temelju podataka pretpostavlja, a isto da je vec uznapredovao 
i proces kolmacije sloja narocito u nizvodnom dijelu kontakta. Preporu­
ceno je stoga da se taj fenomen posebno obradi jer ima utjecaj na for­
miranje eksploatacijskih rezervi vodonosnog sloja. Takoaer je ustanov­
ljeno da je koeficijent uskladiStenja, u ovom slueaju efektivna poroznost 
manja od 0,15 i da se za vodonosni sloj u prosjeku kreee oko 0,08 do 
0,10. Neposredno uz Savu u uzvodnom dijelu naroeito, gdje se razina 
podzemne vode za vrijeme visokih voda nalazi u slabije propusnom po­
krovu reakcije vodostaja u podzemlju na pojavu vodnog vala u Savi po­
klapaju se sa znatno manjom efektivnom poroznoscu. To upucuje na to 
da se dogadajii u vodonosnom horizontu trebaju razlicito interpretirati za 
stanje visokih odnosno niskih voda. U slueaiu visokih voda osjeeaju se 
efekti dvoslo,ine sredine, s nepovoljnijim hidrogeoloskim znaeajkama u 
gornjem dijelu. Manja transmisivnost u zadebljanim dijelovima horizonta 
upucuje na to da raspored brzina podzemne vode u takvim dijelovima 
sloja nije jednolika vec pada s dubinom. Takva pretpostavka ima svoju 
logiku ako se uzme u obzir hidraulicki otpor ikoji se numo razlikuje na 
raznim dubinama podzemnog puta vode. Analogija izmeau podruc.ia Male 
Mlake i sireg podrucja Crnkovca upucuje na tocnost takvog zakljuciva­
nja. U podrucju Crnkovca pretpostavka o slabijoi hidrodinamickoj aktiv­
nosti u donjem dijelu sloja opravdana je i fizickim postojanjem slabije 
propusnih nakupina na dubini od 20-40 metara. U Maloj Mlaci takve .na­
kupine do danas nisu fizicki ust~ovljene alii ponasanje transmisivnosti 
tokom testiranja upucuje na slabiJu aktivnost donjeg dijela sloja. . 

Dotok podzemne vode preko zapadne i jufoe granice sistema ko.ii je na 
modelu registriran za stanje visokih i niskih voda slijedeea je vrlo zna­
eajna pretpostavka koja je uzeta u obzir tokom testiranja. Taj dotok je 
u svim dosadasnjirn studijama ovog vodonosnog sistema zanemarivan, a 
ta Je pogre~ka to veea sto dotok pretstavlja u slivu Male Mlake kolicinu 
od 25-50 ° /o ukupnog kapaciteta crpilista. Relatlivno veliko slivno podru­
cje Vukomerickih Gorica realno moze osigurati takve kolicine podzemne 
vode. Ovaj zakliueak uvodi jos jednu pretpostavku a to je da se vodono­
sni sloj Male Mlake prostire i jufnije no sto je dosadasniim istraZivackim 
radovima t.1.tvraeno. Zbog znacenja ovog dotoka za odreaivanie eksploata­
ci.iskih kolitina podzemne vode u sisternu jufnih zagrebackih i velikogo­
rickih crpilBta istrafivacke radove valja usmjeriti na njegovo fizicko do­
kazivanje. 

Nabrojeni su naiznaeajniji zakljucci koji su proiza§li iz testiranja nu­
meri~kog modela sliva Male Mlake i Desne obale. Te zakljucke smatramo 
znaeajnijixna od onih koji ce bit.\ naveden~ u vezi sa rezultatima simula­
ci.ia buducih stania, jer su indicirali jos neriesene problerne koji imaju 
veliki utjecaj na formiranje rezervi podzemnti.h voda. 

Simulacijom buduCih stanja u sistemu desne obale ustanovljeno je da 
UZ pretpostavljene hidrogeoloske i hidraulicke znaeajke Sistema desne 
obale na l°'kaciji buduceg crpilista Crnkovec (viW. slik.a 6) moze biti crp­
ljena kolicina od 2 odnosno 4 m3s-1 vode, ako to dozvoljava koristenje 
prostora i kvaliitet vode. lsto je uz paralelno crpljenje ustanovljeno za 
lokaciju Velika Gorica uz crpnu kolicinu od 0,5 i 1 m3s-1• Predviaena 
crpljenja medutim, imaju utjecaj na snizenje razine podzemne vode na 
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lokaciji postojeceg crpilista Mala Mlaka. Kako znamo da su dana8nji bu­
narri. u Mlaci nezavrseni te da se kod niskih podzemnih voda vec danas 
ne moze koristiti crpiliste punim kapacitetom to je jasno da se izgradnji 
novih crpilista ne moze pristupiti bez rekonstrukcije crpilista u Maloj 
Mlaoi. Rekonstrukcija treba obuhvatri.ti izradu novih dubljih bunara, sto 
danas ne pretstavlja tehnicku poteskoeu. 

Rekonstrukcijom crpilista Mala Mlaka mogu se postici i povoljn.iji re­
Zimi crpljenja u odnosu na karakteristike i granice sistema. Simulacija 
rada crpilista koja je izvrsena uz ogranicenje da na lokaciji Klare razina 
podzemne vode ne padne ispod kote 106 mnm dovela je takoiler i do dru­
gih sirih zakljucaka. Simulacija je naime pokazala da je zadano ogranice­
nje moguce odrfati uz uvjet da se u periodu pada razine podzemnih voda 
smanjenjem kapaciteta sjevernih i povecanjem kapaciteta juznih bunara 
takvo ogranicenje moze odrlati. Taj povoljan proces moguce je postici 
iskljucivo navedenom promjenom rciima crpljenja, jer samo u tom slu­
eaju jmni bunari u kriticnom periodu trose vodu iz uskladgtenja. Ovaj 
pozitivan efekt izostao bi kada bi crpljenje jufoih bunara teklo istim 
intenzitetom kroz citavu hidrolosku godinu. Uvodenjem umjetne infiltra­
cije crpljenje na lokaciji Male Mlake mofo se !i. poveeat!i.. Sigurno da po­
stoje prostorna ogranicenja za primjenu umjetne infiltracije no obzirom 
na znacenje Male Mlake za vodoopskrbni sistem Zagreba takvu bi moguc­
nost valjalo svestrano razmotriti. 

Izrada novih bunara u Mlaci smanjila bi ulazne otpore vodi i omogu­
cila intenzivnije aktiviranje indiciranog jmnog dijela vodonosnog Siste­
ma. Zbog oeekivanih mnogostruko povoljnijih stanja na Maloj Mlaci sma­
tra se da je vrlo korisno usmjeriti dodatne istrazivacke radove na dokaz 
modelom indiciranih stanja u podzemlju. 

Kada je u pitanju gospodarenje zalihama podzemnih voda u okviru za­
miSljenog Vodoprivrednog informacijskog sistema onda nam prikazani 
primjeri idealno demonstriraju takvu mogucnost koristenjem numerickih 
modela za hidrogeoloske sisteme. To se vidi na slijedeci nacin. Granica 
poznatog potencijala na modelu u prir<>eli je markirana povrsinskim to­
kcm Save. U Savi se mijenja vodostaj ovisno o opcim hidroloskim pri­
likama, a taj promjenjeni vodostaj ima dominantan utjecaj na visinu vo­
dostaja i zalihe podzemnih voda u podzemlju. Na modelu je visina vodo­
s41j~ u Savi linearno interpolirana izmedu vodomjernih stanica u Pod­
·susedu, na Savskom mostu i Rugvice. To se odnosi na trenutak ucitavanja 
vodostaja, i zatim na njegove karakteristicne promjene tokom pr()cesa 
testiranja. Meilu stanja za vrijeme testiranja i kasnije tokom simulacija 
vezana su iskljucivo na promjene vodostaja Save mjerene na vodomjer­
noj stanici Savski Most, s time da su u konkretnom slueaju o~tale pro­
mjene vodostaja dilZ granice modela pretpostavljene linearnim. Tak va se 
je pretpostavka pokazala zadovoljavajucom u konkretnom slufaju. Po po­
trebi za neke druge slueajeve mogla bi se postaviti i druga odgovarajuea 
zavisnost. Nakon sprovedenog testiranj a sve dalje operacije i simulacije 
vezane su na promjene vodostaja Save na vodomjeru Savski most. N:akon 
na modelu ustanovljene zavisnosti vodostaja u podzemlju i onog na. spo­
menutom vodomjeru dosli smo u mogucnost da mjerecr vodostaj Save 
na toj kontrolnoj stanici prognoz.iramo stanja vodostaja u podzemlju koji 
ce se pojaviti u buducnosti ovisno o trajanju niskog iii visokog vod~staja 
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Save. U skladu s prognoziranim vodostajima u podzemlju moguce je pak 
prilagodavati reZim crcpljenja na pojedinacnim crpilistima i rezim kori­
stenja vodonosnog sistema bilo u cilju optimalnog koristenja postojecih 
zaliha podzemnih voda ili pak njihove zastite kao u slueaju Male Mlake. 
Takoder je moguce racionali2lirati pijezometarsku mrefa tako da se razi­
na podzemne vode mjeri samo na neophodnim kontrolnim lokalitetima. 

Primljeno: 12. 12. 1985. 
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Mathematical model of the right bank of Sava river and Well Field 
Mala Mlaka near Zagreb 

P. Miletic and M. Heinrich-Miletic 

In ithis paiper ;the detaiilled description of the ·applfoatll.on of 1the numer.ica:l mathe­
matiioal model lis presented. The model j,s applied :oo the groundwater reservldiir of 
the .rilght bank of the Sava river tln the Zagreb area. 

The verification of the mooel is descrilbed step by step, so 1that l3lfter full.owilng 
the process the new oonclusions about rthls groundwater system are obviouls. These 
oonc1usion:s dnclude the new ~nmvledge about distcibutron of .the reail ooeffilcient of 
hydrauJ1ft:c conductivity (wmch i's two to three •times l:ower thain previouSly ISIUppo­
sed), •then about the natJU.re of hydrauliic boundaries which are not approxi'IIJlaltely 
impem:nea1ble but wiith a :lmmwi filux of oonsiderable quamltiitty. The new k1now1edge 
of the coefficient of -active storaitJirvity is also acquiired aind the mean :value has been 
established of about 10 °/o. These new .parametel'S enable us to caiJ.OU'lalte rthe more 
a.oourate vialiue of rthe available ~roUJild water ·reserveis as well ais •tX> establisih .the 
real .problems ito be rotved ·in oroer to apply the necesisary grouindwalter mama;ge­
ment :syi9tem. 
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