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U radu su opisani osnovni principi metode konaclllih elemenata koja se 
barrira na Galet1kinovu prisbupu tezinSlcog reriduaila u rj~avanja matematic­
kih m.odela toka podzemnih voda. 

This woiik: discusses the fundamental principles of ithe Fdnite element 
method based on the Galel1klin Method of Weighted Residuals in solwng 
the mathematical model of groundwat:er flow. 

UVOD 

Metoda konacruh elememata (MKE) je jedna od 111umeriC3kih metoda 
lroje se koriste u rj~avainju matemati.Okili moddla tdkia podzemnih voda. 

Kao i kod svake :numericke metiode iprocedura 1rjeSa:vanja modela po­
cinje dlisk·retizacijom damene irnJtegracije. u ovam s1ueaju domena 'Se 
podijeli ina :niz elememata proizvoljnog olili'ka (sl. 1). Oblilk pojediinog 
~lementa OVS 0 ipoilo7Jajru ii ibroju evorova ikoji mu definiTa:ju granice. 

Zaitim slijedi dmimranje mmneri&og ·rjeSenja iparcijalne diiferencijailne 
jednad!be u oblilku liineaime kombiinacije pre1lp0stavljenih wijednasti za­
visne varijaJble d ibaziCni.ih funtkcija 1povolj111ih svojstava. 

Diferencijal1na jedna~ba zamijeni ise sils•temom iintegrailnih jednai~i 
postiavJje:nih za 1svaiki elemenat domene iintegracije. Kod metoda tefin­
skog reziduala, iSilstem mtegralnih jednad1Jbi dobije se iz uvjeta ortogo­
naJnosti reziduala i teziuskih funlkcija (Pd n d e o: & G ·r a y, 1977, Z i­
e n k i e w i c z, 1972). Slijede6i kor.ak je iproVIOdenje :numeriClke integra­
oije ipreko 1svaikog elementa za daini vremenJSki lkoralk S'to ikonacno .rezcltl­
ra siistemo.m i.simu11'tainih linearnih ad.gebarskih jedna~bi. Rjesenje isiiste­
ma jednad2bi je n'lllIIlerioko rjeseiije diferencijalne jednadzhe u speoifi­
dranim tOOkama domene iiintegracije. 

Bazi.6ne furnikoi:je su dbicno polinomi iprvog, drugog i1Ji treeeg rstiupnja. 
Iz:bor ba:zienih fimkdja i obli!k elemenata ovisi o ikaraktteriJStikama 

problema koji se II'jebva. 
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Za .slucaj dvodiimenzionaJnih probhmia tdka komste 1se cesto trokutni 
elementi s linea1I1I1im ba:ziicniim funkcijama. Aiko se kodste mjeS-Oviti ikva­
dri.Iateralni elementi ·tada su baziane fu:nlkcije 1Iromhiinacije ipollinoma 
razHcitog stupnja. Nadalje pol!inami viseg Teda ilroriste 1Se za rana vre­
mena rprocesa simulacije, jer se u tom slueaju doibiju ·rjesenja veee toe­
nosti. Za kalSllija v:remeina ipogodnije je komsititi aproksimaciju poilino­
ma nizeg :reda. Proces obrade u tom sucaju je 1brzii, a elemeniti viseg reda 
preodreduju rjesenje. Elementni s linearnim bazienim funikctijaima uglav­
nom daju ddbru aiprdkisimaciju, a obrada je efikasnija ·s veCim brojem 
linearnih elemenata nego s manjim brojem elemenata koji su opisani po­
linomima viSeg reda {IP !i. n d e ir & F 'I' •i n d, 1972). 

SI. 1. Domena toka podjcljena na niiz ipovirsinskih elemenata 
F!ig. 1. Flow domain devided into a <Series of surface elements 

PRIMJENA GALERIK1NOVA PRIS'f.UM METODI IK.ONACNIH BLEMEINATA U 
RJE·SAV AiNJU MODEiLA TOKA 

Gelei1kinov rprils'liup metod!i teliinskog :reziduaila karaikterizira idemtic­
nost hazi6nih i tefinsklih funkcija. Za iiliulstraciju primjene 1te metode 
uzeta je jednadZiba 1tdka koja opisuje nesliacionarni horizontalan tok u 
zatvorenom 1sloju. lsta jednadZba zbog usporedbe rrjefavana je i metoidom 
konaenih diferencija u ndu He !i. n rich-Mi 1e1: i c (1988), tj.: 

_a_ ( Tx aH ) +_a_ ( Ty ()H ) = s ()H 
ax ax ay ay ot (1) 

gdje su: 

H - viisina pijerometarrskog 111ivoa podzemne vode, (L), 
Tx, Ty - komrponerute tenzoira tran'Sffii:siwiooti u x odnoono y 1Smjeru1 

(L2T-1), 
s - lrneficijent wsikladistenja (1). 
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JednadlJba (1) moie se ipisarti u ob!lilku: 

L(H) = 0 (2) 

gdje je fuinlkcional L definhian :kao: 

L(H) = _a_ (Tx aH ) + _a_ (Ty aH ) - s aH (3) 
ax ax ay ay at 

Rjesenje jednadzhe (2) moie 1se predsta-Wti u ob1ilku: 

N 

H {x, y, t) = h (x, y, t) = L hr(<t) ~i(X, y) 
1-1 

gdje su: 
H - egzalktino rjesenje jednadZbe (2), 
h - aprokisiimacija za H ipri.lkazana (kcmaonim Tedom, 
hi - aprdkJSiimadja za H u cvoru i, 

(4) 

~1 - hazi:Cne funkcije, za koje vrijedi da je ~ = l, u i-tom evoru, a 
~ = 0 u isvakom drugom evoru., 

N - broj 6vorova u domeni integracije. 

RaZJVIOj u red (4) .predstaVlljat ce egzaktmo Tjesenje jednadlJbe {2) kada 
N-+ oo. Za ikanaeni broj clanova reda iprikaz {4) ce uz odgovaraju6i iiJbor 
ikoef\idjenata h1 (it) zadovoljarvaiti diferencijalnu jednacrabu ako je rezidual 
R .(b) definiran J.cao: 

N 
R!(h) = L [L h1(t) 4>r(x, y)] (S) 

1-1 
jedna!k nU!li. 

GQmji zathtjev ekivivalentan je zahtjevu ortogonailnosti ireziduala i ·svi!h 
tefinsldh fiuinlkoija uz .pretipoS'tavku da \SIU ifimkcije L(H) !kontitnuirane: 

SS L(h) 4lj dxdy = 0 
D 

j = 1, 2, ... , N (6) 

gdje je: 

D - ·dornena lim.tegiracije smje8tena u xy ravniini. 

Uvr8tavajud fun!kcional L obrasca (3) u lrojem je H aiproksiimaran s 
redom 1(4), u relaciju (6) slijedi: 

Jf{[ :x (Tx :x ) + :y (Ty ~) JL hi ~1} ~i dxdy-
o 1 

- s s [ s ! L h1 ~i] ~j dx dy = 0 j = 1, 2, ... , N 
(7) 

D i 
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.Aiko se unutarr elemenata jaivljaju promjene svojsit:ava parametara T, 
tada 'Se l!Jransm:ilsivnasit moze iprilkazaiti analogno pOltencijalu 1kaio linearna 
kombi111aoija :pretpostavlljenlih wijednos1i tiransmliisi'V'Ilosti i bazicnih funk­
cija: 

N 
L~~~L~~=~L~~~ 

1-1 
(8) 

Uvl'Stavanjem (8) u jedna~bu (7) dobije se sistem integralnih jed­
nad2lbi. U tom silueaju uvjet minimuma reziduala R pise se u oblilm: 

ff L(h, T) <PJ dxdy = 0 j = 1, 2, ... , N (9) 
D 

Uvdtaivaju6i u gomju !l'elaciju izraz za funrkcional L(h, T') sLijedi: 

Ss[ aTx ah + Tx a
2
h + aTy ah +Ty a2h -s~] <Pjdxdy = 0 

ax ox ax2 ay ay (}y2 at 
D 

j = 1, 2, .•. , N (10) 

Koristeai Green-ov ltoorem (Sp ;i e g e J, 1977) mogu :se gornj!i integraJ1.i 
tranisfom1iraroi tailro da se drnge derivacije priikafu pomocu odgovaraju­
cih izraza U kojima SU dane iprve derivadi.je 'Va'rijaible h, .tj.: 

SS [fx a1 a<Pj + Ty a1 a<Pj + s a'h <Pj] dx dy _ 
ax ax ay ay ot 

D 

f [" aii " ax ] - Tx<Pi~ + Ty<PJ ay de = o j = 1, 2, ... , N (11) 

c 

gdje je: 
C - kirirvulja kojia omeduje domenu D. 

Nakon UV'ritavanja i7ll"aza (4) i {8) u (11) idobije ·se konaeni obHJk s1stema 
slrupn!ih jednadZbi: 

f SL [ Tx1 ( L hi -~:' aa:j ) + Ty1 ( L hi aa~i a~j ) ] <P1 dx dy -
D I i i 

-SSL <Pi ~~i <Pidxdy-J [ LTx1 <PJ Lhi :
1

] dc-
D i C l i 

- J[LTy1 <Pj Lm :i J de+ ff s <Pj L a:i dxdy = o 
C: l i D i 

j = 1, 2, ... , N {12) 
gdje je: 

n - ncmnaila na domenu integracije D. 
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Sistem ·:integralnih jed!Il~bi (12), 111~ provedene ti.nitegracije pretko 
domene D, p.relazi u sistem od N algebaiJ:islkih jednad7Jbi po h, za sva!ki 
wemeniSlci !lroraik. 

Za ISllucaj !kada je ikoeficijent itrans:rniisivnoslti koll5tanta U111utair svakog 
elemenita 1tada se jednad1Jba (12) redru.aira ina oblilk: 

S S[LT ( h aa~i a;j + fo :i a~j ) + s L ~i ~; ~i] clx dy-
n i i 

(13) f '\1 a~i 
- . ~Thi an ~l de= 0 

0 i 

j = 1, 2, ... , N 

Krivuljni liint~al more se nadallje itransformirati ·ta1ko da se nornrurlna 
del"irvacija funkcije ~ izrazi pomoeu projekcije na smjer koordinaitnih 
osi, tj.: 

gdje su: 

a~i = a~i •lx + a~i l1 
on ax ay 

(14) 

Ix, 11 - cosinUJSi ISIIlljerova nomia:le n. 

Uz izJraz (14), te nalkOIIl 1Sredivanja isi1stem jednad7ibli. (13) mofo se pisati 
u obliiku: 

SS"\' 1 ( a~i a~j + B4'i a4'i ) hi dx dy _ 
~ax ax ayay 

D i 

_SS s L ~i ~~i 4'i clxdy-
D i -S[LT ( ~:1 

Ix+ :i ly) hi] flii de= 0 j = 1, 2, ... , N (15) · 
c i 

U matrienom obliku sistem jednad11bi (15), mo7.e se ipiisarti 1kao: 

[A] {h} + [B] A {h} + {F} = 0 
dt 

gdje su: 
A - matrica N4:og .red.as elementim.a 

(16) 

aij = LSS r( a:e a::e + a:e a~e) clxdy (17) 

e De 

B - ma·trica N-tog reda s elementima: 

bij = LSS s ~ie 4>itdxdy (18) 

e De 
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F - N-dwmponentni ve.k!tor s eilernentima: 

~s a<J>.e f ; = .i-J T~<Pi de 
e Ce 

iii ipi:san u oblD!ku: 

"1 f ( a<J>.e a<P·e ) f; = .L.J T ~ Ix + ~ ly <Pi de 
e Ce 

gdje w: 

<lJe - haziCna fonkcija elementa e, 
De - dornena integraaije po elemerrtu e, 
Ce - granica elemenita e. 

j = l, 2, ... , N (19) 

In:tegiriacija ill !iz:ra.zima (17), (18) i (19) provodi se preko pow-sine ele­
menta (De) m po granici elementa (Ce), a 1sumadije prdko edemenata ikoje 
saddi i..U 0vor. 

Integ:racija ill gomjim dzrazima provodi ise nuimeri&i. ~rJmjeri za ipro­
vedenu numeriaku integraciju u islueaju lizoiparametrickilh kva:drilaterail­
nih elemena ta mogu se naci u radovima H u y a k o r Ill & P i n d. e •r 
1983, i P i 111 d e !I' & G ·r a y, 1977. 

Nalkon provedbenih nrumeri&ih aperacija doooju .se vrijedn<isti koefici­
jenata .globailnih maitrti.ca i <Velktoria sisrema jednad2Jbi (16). 

Rje8enje tog siisterna algebaTskih jedn~bi predlsta'Vllja nlllIIlePioko rje­
senje polame diferencijalne jedrnadZbe {1) u cvorovima swperponirane 
mrefe eilemenata. 

Galerikinova metoda konamih elernenata je konveiigenitina za got01Vo sve 
simetriCn.e linearne diferenci!ja:lne operatore i za vedoiiki broj neslimetriicnih 
i nelinearnih operatora. Daikle, za probleme lkoji se odnose Illa :t:dk: pod­
:remne vode 1kada se lkod vecine iproblema susreeemo silllletri6nim, linear­
nim i nelineamim diferencijallllim operatorima, GaJlet.kinova metoda tezi.n­
skog reziduala moze se tretirati kao konvergentna shema. 

ZAK.UUCA.K 

U 1simulacijama toka podzemnih voda cesto 1se 1koristi Galerkinova me­
toda konaCn.1h elemena1:a pa su stoga u ovom radu dani osnovni iprincipi 
te metode. Prednosti ove metode u odnosu na meoodu konacnih dliferen­
cija dolcw:e do ,i:zirafaja lkada je domena integracije neprawlna granica 
te aiko je porozna 1sredinia izrazito neh0II1ogena i anizotropna. 

Opis ipomiCn.ih ,granica kao ·s1to je 1slobiodno vodonosno Hee ·kod otvore­
nih vodonOISndh 1slojeva je prilllljer gdje ta metoda •ima znatmo vise pred­
IlJOsti od os•talih numeri&ih metoda. Rje!Savanje matematiekog rnodela 
3D toka, uz 1promjenu obli:ka elemenata lkoj.i cine slobodnu pov,rsinu, 
moguce je :provesti relaitivno jednostavno, tj. samo kori'§tenjem rnetode 
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konaCn.ili etlemenaita (Neu ma Ill & White ir s rp o on, 1971). Primjena 
metode 'k001a0nih edemenata u OVIOil1 radu, u odnosu na uobieajene pri­
stupe, prilagodena je modularnoj organizacijii programa obrade na elek­
troniClkim racurnaliima. 

Primljeno: OS. 01. 1989. 

LITiERATUR:A. 

H e in rich - Mile it ii c, !M. {'1988): Nwn.eri&i model .in!enjerSkih hidrogeolookih 
iSistema. Geol. vjesnik, 41, 267-280, Zagreb. 

Huyikorn, P. S. & G. F. Pinder (1983): Computional Methods in Subsur· 
face Flow. Academic Press, 473 str. New York. 

Neuman, S. ·P. & Witherspoon, P. A. ('197!1): Analysis of non steady flow 
'Wli!th a free surface using ithe finite clement method. W. R. R., 7, (4), 61'1--623, 
Washington. 

Pinder, G. F. Frind, E. 0. (1972): iA!ppl.dcation om Gailerkin's procedure to 
aquifer a.nalysiis. W.R. R. 8, (1), 108-120, .Waishington. 

Pinder, G. E. & Gray, W. G. (1977): Finite element ·simulation in surface and 
1subsurface hydrology. Academic press, 295 str., New Yol1k. 

Spiege'1, M. R. (1974): Vector Analysis. Schau.m's outlline Series, McGraw-Hin 
CoIJllP. 225 str., New Yol1k. 

Zien ik Ii e w i c z, 0. C. (1977): The finite element method. MoGraw-Hilil Comp. 
787 str., London. 

Solving mathematical models of groundwater flow with application 
finite element method 

M. Heinrich-Miletic 

Simulation O!f groundwater flow is often perf0I1med by Finite clement method. 
The advanteges of this method compared Wlith <Finite dHierences method is specially 
expressed when there are irregular boundaries of domain of integration as well 
as if a porous media is illlhomogeneous and anisotropic. The advallltages of this 
method are also obvious in solwng the flow iproblems in inhomogeneous and an· 
isotropic water-table aquifers Wlith ·the sloping bed. The descruption of variable 
boundary water-table aquifer as well as changing the edement's shapes to describe 
the free swface, is example where Finite element method has a special advantage. 

The aipplica1Jon O!f the method in this wonk compared with usual approached is 
adapted to modular ol'ganiization O!f :the performance program on computers. 


