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U radu su opisane .infenjerslre aktivn()sti i specifi~ni prirodni iprocesi koji 
ikaraktermraju sist.eme ~emnih voda. Simlbolliika q>isa u numeri&im mo­
delima buira se ina Galerkinovoj metodi .te'fimkog refl1duaila. 

In this paper the engineering activities are presented as well as specific na­
tural pirocesses characterising the groundwater systems. Ga[erudn method of 
weigthed residual has been used. 

UVOD 

Za irazumijevanje sadriaija ovog rada prethodno je prikazana teoretska 
osnova metode llronaenm elemenata na naein ipri1kladan :z.a xazumijevanje 
teksta ikoji slijedi (Heindch-Mdle tic, 1989). U tom radu dani su 
osnovni iprincipi metode ikonacnih elemenata primjenjene u rje~avanju 
matematickili modela toka fluida u iporoznoj sredini. Za ilustraciju nu­
me:cioke metode tretiran je matematicki model 2D toka fluida u zatvore­
noj elast:iCn.oj poroznoj sredinii. 

Ovdje ce u da~jem itekstu 1biti ipriikaza!!Jli. 1konikiretn.i numeriC:lki modeli 
toka u kojima se 'kao osnova koristi diferencijalna jedna~a toka za za­
itvoren vodonosni sloj. ·lzvoma jednadZJba je ta!koder i modificirana ttaJro 
da moze predsitavljatoi osnovu matemaiti&i.h rnodela za druge ttipove 
vodonoonih. 1sJojeva (ipdliuzatvoren i otvoren), ite za opis razliicitih infenjer­
skih aktiVIIlosti u b.idrogeolo§lrom si•stemu. 

PR.EK:AZ GRIAINICA NUMERICKOG MODELA 

Kod Newmanovog tipa gra:nica, komponente ivekJtora F dz siJStema mte­
giralnih jednadZbi Gafleclciill10ve sheme definirane su na iSl.ijede6i naC!in: 

J r ( ~~ ix + ~e 1y) 4>Jds = J Qn 4>J c1c 
Ce Ce 

(1) 
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gdje SIU: 

qn . - prosjeeain no1mallni f.lux preko stranice elementa e. 
ls:, }y - cosinusi ismjerova nol1lllaile na gramcu Ce. 

Raispodjeila flux.a po 6vorovima defin:iir01Ila je velicinama danim na sbioi 
1 (Pinder i Giray, 1977.). 
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SI.. 1. tRaspodjela flux.a po evorovima, ako su ibazi6ne fimkcije !POlinomi pmrog, 
drugog i itJreteg stupnja 
L - dufina stranice elementa preko koje postoji flux 

Fig. 1. Rux d!istcibution acoording to nodal points if trial functions are polynoms 
of 1,st, 2nd and 3rd degree 
L - side 1length of :the element over which :there is f1ux 

NeprQpUSna gralllica simulira ise taklQ da :se za ,vrijednost lc:rivuljnog 
integirala {1) u svim evorov.ima neproplllSne grain:ice U1Jima 'wUjednost nula. 

Granice Dirichlletova tiipa, simulliTaju se talko da se u evorovima lkoji 
le!e na .grainici pomatog potancijaila .priipise dana VI1ijednost ii :talkvi 6vo­
rovi se ne tretiraju u odredivanju ocoeficijenata matrica siistema. Raing 
matrice A smanjuje se upravo za :broj .Cvorova poznatog potencijala. 

Vrijednosti ipo:tencijaJla u slueaju 1lih 6vorova predistavlja:ju dap:riinO's 
odgovaTajucim ikoeficijentima vektora F. 

ORPUEINJE I SUCNE AIKTIV!NOSTI 

Onpljenje iii infiltracija u numeriakom modelu isimuliraju se talko da ise 
vektor F ipros!in s dodatinim clanom koj~ opisuje matemati&i ponor ili 
izvor: 

Fi' = j'f <Pi I Ok 15 (x-x1c, y-yk) dx dy j = 1 .• 2, ... , N (2) 
k-1 

De 

gdje omalke ma.Ce: 
Fi' - 1vrijednoSJt dotPunskog izraza za elemenat vektora F ako je u 

evoru i ,simuliran ibunaT ili l.Sl}ieno, 
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Ok - kolicirna cnpljenja, alko je Ok > 0, i 1kolicina inifiiltradije aiko je 
Ok< 0, za ik-iti evor 

c5 - Diiracova funkOija 
Xk, Yk - ikoo11d'inate ik-tog cvora 

Velicina Q moze bi:ti zadana u modelu kao lkonstainta, odnosno 1kao 
funkcija vremena zadana U!Ilaprijed ill, ona se more m!ijenjaroi ikao funk­
cija izracU!Oate diistrilbucije ipotencijala u odredenom vremenskom 1koralku. 

EVIM'OTRANSPIRACIJA 

K01lioina rpodzemne vode toja izlazi iz vodonosnog 1sloja u atmosferu 
putem ispa1ravanja iii, bliva potrosena oo i.strane blilljalka u povnS.inskim 
naJSilaigama. mofe se izraziti ikao niz dilSJtriibuiirainih ponora po domeni 
toka. Ta lkolicirna moze mti ikonstantilla za odredena sezonslka :razcloblja a 
mofe se definira:t!i. lkao ;promjenwa ikolicina tj . .kao fonlkcija nivoa 1slobodne 
povnsine ipodzemne 'Vode (sl. 2). Ako •se ikorilsrti ovaj drugi priikaz, onda 
vrijede slijede.Ce reilacije: 

Om di<o· 

OiE = 'Om- ~di O ~d1~do (3) 

Om= O di>do 
gdje su: 

d - duhina islobodne povrS!ine vocle mjerena od vanj'ske povrsine 
d1 {'1:) = M1-h1 (t) 

M - ddbljina vodonosnog siloja 
h - viisina slobodne razine ipodzeIIllile vode 
do - lk.dtii6na dubina, i'spod kaje ne ipostoji evaipotranspiracija 
OE - lkolicina llroja se evapotnmsipirira, Oi = if (Xi, Yi) 
Om - ma1.k!simailna kolicina evapotranspiracije, ikada je razina slobod­

ne povrs,iine vcxle u nivou vanj ske ipov·r5ine. 

Vektor F ce IU lSllueajlU da ipostoji evaipotrainspiiracija u i-tom evoru sadr­
favati Ii slijedeei ohm: 

gdje je: 

Fi"= s s OiE ~J dxdy 
De . 

j = 1, 2, ... N 

OiE - veliOina definirana .apriori iLi, de£inirana relacijama (3). 

(4) 

Velicina QE, koja je poznata preko elementa mofe se dati .pr.i:kazom po­
moeu bazicnih funikaija Ill dilju dabiivanja raispodjele po evorov.ima. 

m 

OE~ L Ok <l>t 
K-1 :;;-

(5) 
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gdje su: 
Ok - aiprokisimaitivna vrijednost Q u k-tom cvoru 
OE - ikOllicina evaipotranspiracije iprelm clementa e 
m - broj evorova u elementu e. 
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SI. 2. Graiiiclci ,prikaz fenomena evapotranspiracije. Oznake 
na slici :iimaj111 isto zna.Cenje kao i velitine retladje (3) 

Fdg. 2. Dia.gram presenting the evapotranspiratlion pheno­
nomenom. Mal11cs on rthe diagram have the same s.iig­
nificance as magnitudes on ithe relation (3) 

U slueaju da se ikoriisti dzraz (5) za :priikaz evapot·ransipiracije vekitor F 
ce 1bi1Ji nadopU!Ojen clanom ovog obHka 

Ft= 5r f 4>k ok 4>J dxdy JK-1 
De 

j=l,2, ... N 

MEDUSLOJNO PROCJEDiiV:AiNJE 

(6) 

Za opis toka u poluzatworenom sloju, ikada postoji procjedivanje lkroz 
polupropusni sloj iiz 1krovine (:iii podine), •kao osnova moze posll!Ziti 
nwneriOka !Shema kona6nih elemenata nadopun'jena clanom ikojim je de­
finiirana koli6.ina lroja se iprocjeduje kroz ipo1upropuisn!i sloj. U prilkazu 
navedenog clana ipooll1Zi1t ce anailitioki izrazi za :koliciinu procjedivanja 
krozpolupropusnisloj {Hantush, 1964, B~edehoeft !i Pinder, 
1970.). 

Kolicina ikoja ise procjeduje iz krovtine u jediinici vremena :k:roz jediniou 
povirSine 1sloja je dana izrazom: 

K' K' 
OL =-(Ho-hp)+ R - (h-hp) 

m' m' 
(7) 

gdje su: 
OL - vertikalni dotok iiz 1krovine ikroz polU1propusni sloj, (L) 
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K' 
m' 
Ho 
hp 
h 
R 
o>o 

- koeficijent provodljivostii ipolupro.pusnog sloja, (LT-1) 

- debljina ipolupropusnog sloja, (L) 
- potencijal gornjih :krovinskih naslaga, (iL) 
- rpotencijal u polupropusnom sloju, (L) 
- potencijal u glavnam sloju, {L) 
- koeficijent meduslojnog iprocjedivanja, (1) 
- u s1ueaju dotoka u glavni sloj. 

225 

Pirvi clan. izrarza {7) opiisuje ·stacionarnu komponen'llu ikolicine procje­
divanja 1kaiko je difinirao Hant us h, 1964. Drugi clan istog izraza defi­
nira nestacionarnu komponentu toka 1kroz polupropusni sloj. Velicina ove 
kompooente oviisi o rnzilici potenci}ala .gamjeg i glavnog •sloja i o velicini 
koefioijenta meduslojnog rprocjedivanja (R). 

Vrijedn01sti koefiicijenta R defini:rane su s1Jijedetiim \l"elacijama: 

R = 1 + 2 'f exip ( _ n
2 
fl K't ) 

n- 1 3m'2S's za 
K't > 3 • 10--S 

m'tS's 

R= ( 3 m'~s ) ( l + 2 !, 3n~'2S's ) za 
fl Kit n=t Kt 

K't < 3 • 10--S 
m'tS'a 

gdje su: 
S'1 - 1koeficijent specirfi.Onog uJskiladiSt:enja poluipropusnog 1sloja {L-1) 

t - w-ijeme procjedivanja '.kirO"Z rpo-luipropusni sloj (T). 

Ostale veliOine ima<ju isto macenje Imo i u reladiji (1). 
U slueaju ·da ipolupropusni sloj ne reagira elastieno tada se moze za­

nemariti nestacionarna .komponenta velicine Ox. pa ostaje samo prvi 
clan u izrazu (7). 

VeliCina <lL uikljueuje se u inumecicki ipri!kaz jednad2be :toka lkao dio 
komponenata ivelk:tora F a!ko se radio staoionarnoj ipojavd: 

SS
K·' 

FiL = - n::
1 

A n <PJ dxdy j = 1, 2, ... , N (8) 

De 

gdje je: 
Lfih - ra2'Jlilka potencijafa poilupropusnog i gomjeg 1sloja (L). 

Ako se m.di o 11.1estacionamom .procjedlivanju rtada iSe izraz za Ox. jednim 
dijelom p:riidrufuje tkomiponentama vektora F (oni dijelovi u kojima su 
dane kon1stanme velione), a dio Wa.za u lkojem se jav.lja velicina h!(t) cini 
k:omponente elemenaita matrice A. Oblilk tih komiponenata ovli.·si o defini­
ranju i'.llI"aza za lk:oeficijent procjed!i.Wlllja {R). U najjednosta'Vlllijem slu­
Oa.ju kada je R = 1, tada ne'Stacionairna ikomponeinta rkalicine procjediva-
nja moZe se i.7lrazirt:.i ikao: · 

K' 
OL '(t) = - (h - Ho) (9) 

m' 
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U navedenom slrucarju elemenat maticice &s'tema A biti ce u oblilku: 

aij = Lff T [( olPi aqij + aqii a4'>i ) + K: 4'i qii ] dx dy (10) 
e ax ax ay ay mi 

De 

OTVOR:BN VODONOSiN[ Sil.OJ 

Za simulaciju 1tdka u otvorenom vodonosnom isloju ikada vrijedi Du­
pudtova aproksimacija, rok se tiretira kao ·rav.ninSki i za njegov opis mo­
Ze poslufiti jednad:Z'ba ikoja opisuje 21> nestadionarni tok u zatvorenom 
sloju. Koeficijent transmisivnosti u tom slueaju mijenja 1se kao funkcija 
debljine isaturacije siloja, odnosno ikao funlkcija visine slobodrne povrline 
podzemne vode, sto idaje ovaj oblik jedna~bd: 

- Kxm(H) - +- Kym{H) - = Sym(H) -a '( aH ) a ( aH ) aH 
ax t ax ay ay at 

(H) 

gdje je: 
Sy - koeficijent spedficnog otpustanja, ~L - 1). 

Jednad2Jba ~11) je u 1sustini neliinearna diferencija.lna pa je za 111jeno rje­
favainje po1lrebno 1koristiti i odgovairajoce u ovom slueaju numeriake me­
tode (B a c h :t e & W H is on, 1976). .Aipn~simacija ikao ,§to je na p:ri­
mjer postuipalk rkvazii.lmeallizacije jednadzbe toka :pokazao se etfilkasnim, 
a odgovarajuea numericka 1Shema d01hr-0 opiS1Uje s1tanje toka u shocajevi­
ma '.ka<la se <leibljina rsaturacije ne mijenja brzo u vremenu. U tom slu­
eaju koeficijent traJllismisivnosti :Se iprik~uje ikao: 

T (J+iJ - Km (IJ 
K+l - · K 

m (I) - H (l) H (!) 
K - k - ~1 

gdje isu: 

T - transmilsivnoot na k + 1 vremenskom nivou, 
m - deibljina saturacije na k~tom vremenskom nivou, 
H - vil&ina slobodne pomine podzemne vode, 
l - indek!s iteracijskog koraka, 
K - oZIIllaka wemelllSkog lkoraika. 

(12) 

Sdstem integra:lll1ih jednadN>i lkonaenih elemenaita m ii7lraze {12), u istu­
eaju ~mplicitne aiprokisimacije vremenslke derilvadije, ima obliik: 

( [A]K+1 + _!__ [:B])(1J(H}~tP =_!_[B]{H)~> + {F)~> (13) 
At At 

gdje su: 
H - numericko -rjesenje jednadh (11), 
l - indeks iteracij'sikog 11roralka, 
k - oona.Cava vremenslki mvo 111a llrojem su odred:eni elementi matrica, 

odnosno velkitora. 
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[A] - matrica N..itog reda, Oiji elementi iSU delfiiinirani relacijom (10), 
[B] - matrioa N-itog ·reda ciji elementi su defimrani relacijom: 

bij =~ff S <Pie <Pj•dxdy 
De 

{ F} - vekrtoc s elementima lkoji u opCem !Slueaju ipoprtimaju obHk: 

"' f a<Pi· fa = L T -- <P1 de 
e an 

Cc 

i = l, 2, ... N 

Kao kr>iterij za ip:[1()cjenu toC:nosti odredivanja .Iroeficijenata matrice 
obicno slu.Ze izra2li dblika (Pinder i Gray, 197_7): 

{H )Qt }1 =(1-e) (\ HH'.tl1 +e {H li1i 1) C14) 
gdje je: 

e - tezinski faktor :koji poprima vrijednosti od 0 do 1. 

Naj'h:da konvergencija postiZe se za vrijednost e = 0,7, no vrlo cesto 
se koristi vrijednost e = 0. 

FBNOMENI U tNESATURIRANOM iDIJiE!LU O'J'IVOREINOG 
VODONOSNOO :SILOJIA 

TO'k u otvorenom sloju bio je dosad itretiran Tje8avajuci jed:nadZbu 
divodimenzional1J10g 1toka za zativoreni •sloj uz oclrediJvanje ikoeficijenta 
trainsmi:stiv:nosti u svailrom vremeniSkom ikoralku .kao fu:nkcije yjisine satu­
racije sloj'a. 

Bgmktniji pristup navedenoj problematici sa5:tojao bi ise prvenstveno 
u tome da se u procesu ·rjesavanja jednad21be toka uzimaju u obzir i 
grani6ni uvjet za slobodnu ipovriiinu i grani6ni uivjet za granicu iprocje­
Ctivanja. Uvodenja naveclenih fenomena biit ee iprilkazruna uz fi.klsni obli!k 
elemenata kojd oine domenu i granicu. 

Allco ise Tadio nehomogenoj izotropnoj sredi!Ilii, uz zamemarivanje svoj­
stava elastionosti sredine i fluida! priipadna dilferencijailna jed:nadz.ba dvo­
dimemnonalnog tob ipoprima obliik: 

_a (K~) +-a (K~) =Sy~ ax ax ay ay at (15) 

Poeetni i igrani6ni uvjeti defirnirnmi su talko da apiJsuju itok ikroz branu 
s nasipom na isvom IIlizvodnom (sljookovitom) <lijelu (sl. 3). 

Slijede ove jedinadZbe: 

H~~~=&~~ 

E~~aj=~~~ 

po domeni D 

na CF 

(16) 

(17) 
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y 

H1 

63 x 

SI. 3. Sberna taka pod:zJemne vode krorz nasip 
Omalke na slici imaju isto znarenje ik:ao i u reladjama (16) do (22) 

F1g. 3. Scheme of groundwater tilow through the dam 
Marlcs on ,the diagram have the same 'Significance as magnitudes dn relations 
~16) ·to {22) 

gdje su: 
Cr 
s 
Gi,G1 
Ga 
E 
Ix, I,. 
I 
y 

Hi(x,y) = H1 

H (x,y) = H2 

( aH aH ) K -lx + -ily = O ax ay 

na G1 

na G2 

na G3 

K -lx + -1y = I-Sy- ly ( aH aH ) ( a~) 
ax ay at 

~(x,y,z,t) = H(x,y, ~,il:) 

H{x,y,it) = y 

- 1slobodno vodno Uce, 
- grainlica procjedivainja (seepage face), 
- granice ipomatog potencijala, 
- nepropusna granica, 
- viisina ¥odnog 1ica mjerena od podine, 

na Cr 

na S 

na CF 

- cosinusi ikuteva normaile na iS'lobodnu pov:riSinu, 
- v~licina infi.Ltracije, 
- vi'sina nivoa rvode na granidi. procjedivanja (S). 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

Relacije (16) i (17) isu poeemi uvjeti matemait:Jiakog modela. Uvjetom 
(16) definirana je ipoCet:ina di1stirilbucija ipotencijala u regiji ioka D, a 
uvjeitom ·(17) definiran je ipoCetnli poloZa:j 1slobodne .povrsine vode. 
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Granicni uvjeti ~18) opisuju granice poznatog potencijala. Granica s 
poznatim rfiluxom (:nepropusina granica), opisana je uvjetom (19). 

Relacije (20) i {21) jpredstav.ljaju granione uvjete za •samu s:Io1bodnu 
povrsinu. Uvjet (20) opisuje flux ipreko giraatlce lroji ise saistoj~ od inifhl­
tracije (evaipotrain.1spiracije) Ii lkoliOirne vode ikoja ise dobije ocj'edivanjem 
poira iz nesiatw-iranog dijela sloja naik:on pavlacenja IIlivoa slobodne po­
vrsine. 

Uvjetom (21) defiinkan je polofaj slobodne :powiSine u prostoru i 
v.remenu. 

Relacija t(22) opisuje s:tanje na .granici procjedivainja ipodzemne vode 
u aitmosfor:i (iseepage face). 

Primjena Ga[ermove .procedure Illa jednad~bu (15) uz ipreropostavlku da 
je K = const ipreko pojedinog elementa rezultiira siistemom integraLniih 
jednadzbi: 

~ H < K a11>i (Jlj>j a11>i all>j > , ~ K( aH I + aH I ) Ai d - 0 
""' i ---- ---- - · --x --y ~Jc-
i-1 ax ax , ay ay : ax ay 

c 
j = 1, 2, •.. , N (23) 

Koristeei granicne uvjete (20) ~ (21) na dio granice koja se odnosi na 
slobcxlnu pov·.rSinu, refacija (23) moie rse pisati u dbliiku: 

L Hi < K a11>i a ll>j , a<Pi a11>j > -J(1 - ·L aHi Sy) ll>j ~ydcF = o 
i ax ax ay 0y I at 

CF 

j = 1, 2, •.. , N (24) 

Preostaild :grainicni uvjeti cine doprinos koeficijentima matrice permea­
bilnosti A i pomartog velktora F. 

Sistem jednad:Zba ikonaOnih elemenata (24) mofe ise p:iisati u razvijenom 
obliJlm 

~ [aij Hi + L f Sy <P1 aHi lydc-01-Di] = 0 j = 1, 2, ••• , N (25) 
l e at 

Ce 

gdje su: 

au = L SS K ( all>i a11>j + a11>i a<Pj ) d De 
e ax ax ay ay 

De 

Oi = ~sq <Pi de• 

Ge a 

Di = ~ s I <P1 ly de• 

ce 
F 

(26) 

Integraoije u rarazima (26) se provode po ipovclini elementa ili dijelu 
granice elementa. 
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TOK MBMA BUINARIU 

Aiko se :traZi slika stanja u ipojediinom buinaru i njegovom blizem oikoli­
su, tada 1e povoljno kreira11i odgovarajuCi numericki model baziran na 
jednadZbi ikoja opiS111je itolk iprema bu:naru. Jednad2iba toka je obiono u 
.tom slueaju dana u ci!lindriOn.IDi ill Tadija:lnim lkoordinatama u ovisnosti 
o 1kara:kiteriistikama porome sredine. 

Za radijaJJ.m (isimetiri6ni) tdk prema ibunaru, jednad.lJba itolka se rn<>Ze 
jpilsa:ti u oiblilku: 

_1_ ~ ( rK ah ) + ~ ( K ah) = s, oh 
r or or az az at 

(27) 

Jedn:ad2Jba (27) opi.isuje Tadijalni nestaciooami 1Jolk u zatvorenom sfoju. 
Uz definirane ip<>Cetne i graniene uvjete predstavlja matematioki model 
tolka k hunaru u izotropnoj sredini. 

Poeetni uvjeti su obieno dan~ ikao defiiniirana distribucija pijezometar­
skog nivoa iii sniZenja pijezometarskog nivoa. Kada se radi o analizi toka 
prema 1bunaru povoljnije je lkoristiti sni.Zenje pijewmetal1Slkog IIlivoa: 

s=Ho-h 
gdje je: "'I' ' ···:.·. 

Ho - 1poeetni rpijezametaxis\k!i. IIlivo. 

Graniani uvjetli. (Neumanovi !i. DLrichltOW.) ii u ovom slueaju opisuju se 
na nacin lkallro je to definirano na ipoCetku rada. Kod simulacije rada bu­
nara ipotrebno je 1tretiiraiti jo5 jedan g;ramCn.i uivjet kojim se deifini:ra 
ukU!pila lkolicina cnpljenja (ilnfiiltracije) u bulllaru. Taj ·tiip granianih uvjeta 
koristi se obieno 1kod opi!sa a1I1alitiClkog modela ·radija'lnog ltolka kada se 
radio 1bunaru lkonaenog a n.e infiinitezimalno mailog promjera. 

Aproikisimacija jednadZbe (17) ipomo6u 1kona0n~h elemenata 1bazi1rani~h na 
Galerkinovu p!l'iistwpu :ima oblilk: 

SS [ 
1 a ( aA ) a ( aA ) 0A ] -;- ar kr 0; + az k a: -Ss ~ ~l dD = 0 (28) 

D 
j = 1, 2, ... , N 

gdje je: 

i - a.prdksimatiivno rje8en'je d:ano relacijom: 

N 

8 = L Si (t) ~i (T, z) (29) 
i-1 

Nakoo uvriitenja (29) u IS.istem jednad.2Jbi {28), te primjenom Greenova 
teorema slijedi: 

l: [ff (K a~I O~j + K a«Pi a~j) Si 2 ;n; r dir dz + 
" 8r« az ~ 

p~ 
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~ ff Sa <Pi <Pi :i 2 n: r dr clz + S qn <Pi de = 0 
(30) 

De Ce 

j = 1, 2, •.. , N 
gdje ~e: 

qn - flux :U evoroviima mreZe lroji le7.e na 'Sltijenlkama lbWlara; (qn = 0 
za sve druge cvorove). 

Integracija i isumaoija v~·si se po povriini elementa, odnosno rpo op:segu 
elementa, a sumacije !PO ·svim elementima mreZe. Moguci obliik eilementa 
je :prikazan na slici 4. 

z 

2 

r 

Sl. 4. Element mrde s itro]rutnj,m presjelrom, prema H u y­
ik or nu i Pindeiru ·~1983) 

Fig. 4. Network element with mangle croSS"'Section, accor­
di:ng to Huyikorn & Pinder ('198:3) 

V.remen1Ska derivacija u sistemu jednad7Jbi 1(30) mofe se prilkazatJi lro­
naonim dilferencijama, ipa se, ru s1u!Caju dmplicime aproksimacije, dobije 
slijedeci sisitem jeidnad2Jbi: 

{ [iD] [ ] [c] 1s}H1 + At {1s}t+i- {~}t + {1P} = O (31) 

Na:kon sredivanJa matriooe jedtnad~e (31) slijedi 1kona0ni obliik siste­
ma jedtnad~bi: 

[A] {s}t+i = {E} (32) 
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gdje su: 

[AJ = [CJ + -1 
[DJ 

Lit 

1 
{E} = - [iD] {s}k- {1P} 

..Jt 

A - matrioa si:sitema, a definirana je: [AJ = L [Ae] 
e 

E - pomati veiktor definivan: {E} = L {Ee} 
e 

(33) 

s - vektor rjeSen.ja si'Stema (32) s k01mponenrtama koje predsta!V!ljaju 
snizenje u CV'orovima mrde na odredenom vremeinskom nivou. 

TipiCni elementi mat.rice Ae i velk:!tora Ee mogu 1Se prikaza:ti !I'elacijama: 

e -JJ [( d<f>i d<f>j + d<f>; d<f>;) K + Ss A. A. ] 2 n d d a;1 - ---- ---- -wi~i .u:r· l'i z ar ar az az Lit 
De 
De {34) 

e~l = SJ ~,; <!>; <I>i 2Ilx 'Sik dr ,dz - f qn <!>; de 
De Ce 

Naikon provedeine integracije preko svadrog elementa i 1Sumacije p 1reko 
elemenata dohije se sistem algebarskih jednad.Zbi, 6ije rjesenje predstav­
lja :numeriiCiko r-jesenje jednad.Zbe (27). 

Rje5enje jednad1Jbe (27) je dobiveno uz ipretipostaviku da je bunar ko­
naenog radijusa ~ zavrsen a cnpljenje je ikonsta'llltno u vremenu. Aiko se 
radii 0 promjenjivoj kolicini cripljenja u pojedinom cvoru sto mo~e biti 
posljedica !I'ada nezaivrSenog bunara, taida se mora provoditi korelkcija 
snizenja za tOOke u hunaru i blizini 1bunarn (Hu an g, 1972). Navedeni 
autor dao je grafic.ki rezultaite :testinmja 1kao rjesenja za to1k prema buna­
ru a:ko se on treti!I'a ikao matematiOki ponor i aiko je konaooog radijusa i 
u uvjet'ima unifomm.og i neunifomnnog tiluxa po cvorovima 1samih sti­
jenki bunara. Numeri&a rjeserrja usporedio je is Hantushevim ana.Iitic­
kim il'jeSenjem za zavrseni bUillar koji se smaitra ma:tematiakim ponorom 
(sl. 5). 

Z.AiKLlUOAiK 

U ovom rndu opi'Sane su inzenje!I'ske aiktivnctsti i specificni pl1iirodni 
procesi pomoeu numeriOlcih modela konaOn.ih elemenata. Od inzenjenskih 
ak!tivnosti tretirallli su crpljenje i uanjetna 1nfiltmdja. Pomocu opisa tiih 
aktivnooti moze se simuilirati mnostvio drugih 1sl<>Zenih zaihvata u hidro­
geo1oskim sistemima. Od prirod:nih proceisa 01bradeni .su evapotiranSlplirn­
cij a, ;iJnfiiltracija, meduslojno procjedivan:je i pojave !karaktedstiene za ot­
vorene vodonosne slojeve. Pasebno je opisan i radijalni tolk ibunaru. 

Matematiolci pvilkaz nawedenih fenomena i aikti1W1osti omogucava jed­
nostavnu simulaciju pona.Sanja raz1icitih pdrodni!h ili infonje11sikih 1sis­
tema ulcljuciva:njem pr~amskog modwla koji opisuje odgovarajuei do-
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SI. 5. Usporedba numeriCkih rjesenja s analiticlci:m rjesenjem za tok prema bunaru, 
prema Huang H972) 
ro - radijus bunara .koji je tertiran kao matematicki ponor, 
r - radilj.us .realnog bunara 

Fig. 5. Comparation of numerical and analytical solutions of the radial flow to the 
well, according to Huang, 1972 
ro - welll radius itreated as a maithematical sink, 
r - real well radius 

gadaj. Za razliku od inace koristenih nacina prikaza toka u otvorenom 
sloju u ovom radu je slobodna povl"Sina opi'sa.IJla egzalktnim analitickim 
granicndm uvjetom relacija 23, 24 i 25. Posljednje doprinosi boljoj apro:k­
simaciji opisa navedenog fenomena u numeri.Clkim modelima. 

Primljeno: 10. 01. 1989. 
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Numerical models of Engineering Hydrogeological Systems 
II Flnlte Element Method 

M. H einrich-MiletiC 

This work discusses engineering activities and natural processes iby use of finite 
elements numerical model. ifum~g and artificial infilltration representing engineer­
ing activities are treated. Descnbing these activities a lot of other complex opera­
tions in hydrogeologic systems can be simulated. iAs natural processes, evapotrans­
piration, infiltration, natural percolation and occurrences chruraoteristic for water 
taible aquifer are considered. The -radial flow to the well iis particularly d iscussed. 

Mathemalllica:l presentation of t he d:isoussed rphenomena and aotli'Vities enable 
simple ibeha'Viour simulation of differellft natural or engineering systems irncluiding 
the program modul descrilbing certain occurrence. Rather than usually used ways 
of flow presellftation in waiter talble aquifers this wo11k descrilbes free slllrlace by 
exact analytica!l boundary conditli.on relaJtions 23, 24 and 25. The last one contributes 
to a better describtion approximation of the concerned phenomenon in numerical 
models. 


